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Presentación 


"Caminante no hay camino, 
se hace camino al andar" 


stas coplas, en las que el vate Antonio Machado expresa poéticamente una gran verdad de 
"JA | a sabiduría popular. cobran plena vigencia en la actividad de profesional de Manuel 
2) COVEÑAaS NAQUICHE, con justicia "el Isaac Asimov de las matemáticas peruanas"' 
por su prolífica producción bibliográfica -en el área didáctica- en esta no fácil ciencia formal. 


En efecto, Manolo, como le gusta que le digan sus amigos, se abrió camino como un extraordinario 
docente, por sus virtudes didácticas, ¡innatas en él!, y por su sencillez; ahora, sigue caminando, 
haciendo camino, en el dificil arte de crear libros... ¡no se duerme en sus laureles!, por eso, sigue 
mejorando sus textos escolares, gracias a su experiencia pedagógica y a los consejos de uno de los 
elementos fundamentales del proceso enseñanza-aprendizaje: ¡EL MAESTRO DE AULA!, con 
quien está en permanente contacto. 


Con ocasión de esta segunda edición -ampliada y corregida de sus textos de MATEMÁTICAS, para 
cada uno de los grados de Educación Secundaria, nos presenta una nueva estructura de los mismos: 


"3 Una exposición teórica sencilla, accesible al alumno, de cada uno de los temas tratados, que se 
ve clarificada con... 

"3 Ejemplos resueltos en orden de dificultad progresiva y con... 

ss Talleres para cada capítulo, a desarrollarse en clase, ¡mejor si es a nivel grupal!, motivando así 
la participación activa de los educandos. 


No contento con esto, añade: 


ss Ejercicios de reforzamiento en dos niveles, según el grado de dificultad y, 
"3 Propuesta de Olimpíadas Matemáticas, con su respectivo desarrollo, que globalizan los conoci- 
mientos impartidos en cada unidad temática. 


Como pueden apreciar amigos/as lectores/as, estos textos se convierten en un material de invalorable 


valor pedagógico, porque, facilitan el proceso de la enseñanza-aprendizaje de las Matemáticas, 
saber que permite optimizar la capacidad lógico-deductiva del ser humano. 


Prof. Lucio R. Blanco A. 
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1.1.6 Conjuntos Finitos y Conjuntos Infinitos 
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1.2.1 Unión 
1.2.2 Intersección 
1.2.3 Diferencia 
1.2.4 Complemento 
1.2.5 Diferencia Simétrica 
1.2.6 Partición de un Conjunto 


1.3 Proposiciones 
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1.4.1 Definición 
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1.5 Progresiones 
1.5.1 Progresión Aritmética (P.A). 
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Sistema de los Números Reales (IR) 
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1.1 CONJUNTO | 


La palabra Conjunto se incluye en el lenguaje matemático, como un concepto 
primitivo, o sea como un término no definido. Sin embargo, debido a la gran 
importancia que tiene en la matemática, generalmente se acepta la siguiente 
notación intuitiva de conjunto. 


Conjunto es cualquier agrupación bien definida de ha o entes. Se usa como 
SINÓNIMO de conjunto: colección, clase y familia. 


Ejemplo: A. El conjunto de los números 1, 2, 3, 4, 5 y 9 
B. El conjunto formado por Manuel, Miguel y Walter 
C. El conjunto de las letras a, b, c, d, e 
D. El conjunto de personas nacidas en Piura. 


1.1.1 ELEMENTOS: Cada objetc o ente que forma parte de un conjunto se llama elemen- 
to del conjunto. Por ejemplo, Mayo es un elemento de los meses del año. 


1.1.2 NOTACIÓN: En general, los conjuntos se denotan por letras mayúsculas: A, B, 
C,... X, Y; Z y los elementos se denotan por letras minúsculas; a, b, C, d, ....x, y, Z. 
Se acostumbra a escribir los elementos entre llaves y separados con puntos y 
comas. 


Ejemplo: A=( a; b; c; d; e ) Este conjunto se lee: 
“Conjunto A cuyos elementos son: a, b, c, d, e” 


1.1.3 RELACIÓN DE PERTENENCIA: La Relación de Elemento a conjunto es de 
pertenencia. 


La Notación “x e A” se lee “x pertenece a A” 


indicando así, que x forma parte del conjunto A. 


'— AS 
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Ejemplo: A= (3; 5; 7), diremos que: 3eA ; 5eA y 7EA 
La Negación de “x e A es "x e A y se lee; “x no pertenece a A” 
Ejemplo: A= (3, 5, 7), diremos que: 42 A ;¡6z A 


1.1.4 DETERMINACIÓN O DESIGNACIÓN DE CONJUNTOS: Un conjunto puede 
determinarse de dos formas: Por extensión y por comprensión. 


A) Determinación Por Extensión: 


Diremos que un conjunto se designa por extensión, cuando es posible indi- 
car explicitamente los elementos del conjunto, escribiéndolos uno a conti- 
nuación de otros y separados por punto y coma. 


Ejemplo 1) A= (1; 2; 3; 4; 5) Se lee: “A es el conjunto formado por los 
números enteros consecutivos: [, 2, 3, 4, 5” 


Ejemplo 21: B = (a; e; io; u) 
B) Determinación Por Comprensión: 


Un conjunto se designa por comprensión, cuando los elementos del con- 
junto pueden expresarse mediante una propiedad característica Única y 
común a ellos. 

Ejemplo A; B = (dx es una letra vocal) 


Se lee: “El conjunto B formado por todas las x tales que x es una letra vocal” 
(*/” se lee “tal que”) 


Ejemplo 2]: C = (xe Z/0<x<5) 


Se lee: “C es el conjunto de los “x” pertenecientes a los números enteros, tales 
que los “x” sean mayores que O y menores que 5” 


Ejemplo 3: D = (xx es un número natural par) 


1.1.5 CONJUNTO VACÍO Y CONJUNTO UNITARIO 


Conjunto Vacío o Nulo: Es aquel que no tiene elementos. Se denota por la 
letra griega “4” (se lee: $ = fi), también se denota por: “[ P 


Ejemplos: A= (»x es un virrey actual del Perú ] 


A=4 6Ó Az () 


= Ll Matemática A [as 


= ( y/y es un número entero comprendido entre 12 y 13) 
Bi="9 10 Bi=() 
Conjunto Unitario: Es aquel que tiene uno y sólo un elemento. 
Ejemplo: C = (8) 


D = (x3<x<5, 4, número entero ] 


Í "Significa que “x" es mayor. que 3 pero 


menor que 5. siendo x= 4 | 


1.1.6 CONJUNTO FINITO Y CONJUNTO INFINITO 
A) CONJUNTO FINITO: Son aquellos que tienen una cantidad determinada 
de elementos. 


Ejemplos: P 
Q 


(2: 3;7;,8;9;12) 
(xvx es una letra del abecedario ) 


mon 


B) CONJUNTO INFINITO: Son aquellos que tienen una cantidad indetermi- 
nada de elementos. 


Ejemplos: R = (1; 2; 3; 4; 5; ....) 


Los puntos suspensivos significan que siguen los elementos y como la nu- 
meración es ilimitada, R es un conjunto infinito. 


= (x/x es una estrella del firmamento ) 


Nota: En la matemática moderna se utiliza una serie de n 
tomados de la Lógica Form BESA Matemática y que re 


Ejemplos: 


Se lee “entonces” 


Se lee * si y sólo si” 


Se lee “para todo” 


Ejemplo: A = ( x/x es un número natural < 7 ) 


Luego, diríamos que: 1 es un número natural => 1€ A 


(El simbolo = se lee “entonces”) 


2 es un número natural > 2€ A 


1.2 OPERACIONES E 


1.2.1 UNIÓN DE CONJUNTOS: La operación de unión de conjuntos es muy frecuen- 
te entre nosotros ya que constantemente la realizamos cuando, por ejemplo: 


a)  Unimos un conjunto de alumnos con un conjunto de alumnas en el aula 
b)  Unimos varias palabras para formar una frase. 

En general; dados los conjuntos: A=(1;2;3;4;5) ; B = (3; 4; 6; 7;8) 
Podemos formar un nuevo conjunto integrado por elementos de A o de B (o de 


ambos). Es decir, un conjunto formado por los elementos comunes y no comu- 
nes de A y B. 


AuB=(1;2;3; 4; 5;6;7;8) 


e Grátficamente. la unión de conjuntos se representa, en un diagrama de VENN 
EULER, sombreado la zona donde se encuentran los diversos elementos 
que pertenecen a los conjuntos que pertenecen a la unión. 


El rectángulo representa al conjunto universal U, en 


A B tanto que Au B es la parte sombreada. 
U 
Ejemplo : Sean los conjuntos :A=( 1; 2; 3; 4;5);B=(3;4;6;7;8)yC= 
[ 6; 7; 8 ) Hallar: Au B; Bu C y A uC. Trazar el diagrama de Venn de cada 
resultado. 
Resolución: 


= Hatemática 
A A a 
( CO 
U U 
¡AUB=(1,2:3,4:5:6:7:8); —— [BUC=(3,4:6,7,8)| lAUC=(1:2:3:4:5:6,7,8) 


Ejemplo 25: En forma gráfica, representa la unión de los siguientes conjuntos: 
A=(a¡b;c); B=(b;e;m) y C=[(b;e;f;g) 
Resolución: 


Luego: 


AuBuC=(a:b;c;e;f; g; m) 


Propiedades de la Unión de Conjuntos: 


De “BuBEBDA Te (propiedad conmutativa). 

2) Au(BucC)=(AuB)uUGC. -.  ..... (propiedad asociativa). 

31 "Ay 6=AH $ "¿TNA e (propiedad del elemento neutro). 
4) AuU=U 

5) -AUAZAE "panel (propiedad idempotente). 


1.2.2 INTERSECCIÓN DE CONJUNTOS: 
Sean los conjuntos: A=(2;3;4;5;6)y B=(4; 5; 6; 7,8) 


¿Podemos formar un tercer conjunto C en el cual estén los elementos comunes 
aA y Bo, dicho de otro modo, los elementos que pertenecen a Á y que también 
pertenecen a B? 


Si, sí podemos; y para ello observamos que el elemento, 4 , el elemento 5 y el 
elemento 6 están en ambos conjuntos. 


A este nuevo conjunto lo llamamos conjunto de intersección de A y B, y lo 
denotamos por el símbolo: n que se lee: “intersección”. 


Entonces tendremos: A NB = (4; 5; 6) 


Pianael Coveñas ele (E 


que se leería: “A intersección B es igual a 4, 5, 6”. 


Definición: 


* Gráficamente, la respuesta es la zona 
sombreada que contiene a los elemen- A B 
tos que pertenecen a ambos conjuntos. 


Ejemplo: Seanlos conjuntos : A = (a; b; c; d); B=(b; c; e; f; g) y C=(e; f; g), Hallar: 
ANB;BACyAnC. Trazar los diagramas de Venn correspondientes. 


Resolución: 


Propiedades de la Intersección de Conjuntos: 


DD AMB=ZBC:" -- e... rines (Propieada commutativa). 

2) (AABINC=AN(BAC) — - ..... (Propiedad asociativa). 
AGUA as (Propiedad del elemento neutro). 
4) Ano=0 

5 AGMA=SA o o (Propiedad idempotente). 


Propiedades Distributivas de la Unión e Intersección: 


1) AU(BNC)=(AUB)A(AUC) 
2) AN(BUC)=(ANB)U(ANC) 
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1.2.3 DIFERENCIA DE CONJUNTOS: 


Sean los conjuntos:  A= ([ Manuel, Percy; Luis; Ricardo; Eduardo; Franklin ) 
B = [ Luis; Ricardo; Juan ) 


Entonces: A - B =( Manuel, Percy; Eduardo, Franklin ) 


Gráficamente la respuesta está represen- 
tada por la zona sombreada en la que se 
encuentra los elementos que pertenecen 
al conjunto A y que no pertenecen al con- 
junto B. 


Luego: A-B=(M;P;E;F) 


En esta operación entre conjuntos es muy importante que se mantenga el orden 
de los conjuntos dados; pues de no hacerlo así, el conjunto resultado va a ser 
diferente. 

Ejemplo: Sean los conjuntos: A= (1; 2;3;4);B=(3;,a,b;4)yC=fa;b) 
Hallar : A-B;B-C y A—C, trazar los diagramas de Venn correspondiente. 


Resolución: 


(20 | Manuel Coveñas Haguiche 1d 


Propiedades de la Diferencia de Conjuntos: 


1) A-A=9 
2) A-9=A 
3) 9-A=9 
4 (A-B)A 


5) A-B=(AuB)-B=A-(ANB) 
6) A-(BuC)=(A-B)N(A-C) 
7) A-(BnNC)=(A-B)U(A-C) 
8) (AUB)-C=(A-C)u(B-C) 
9) (A-B)-C=(A-C)-B 

10) BA(A-B)=0 


| Leyes de Morgan 


1.2.4 COMPLEMENTO DE UN CONJUNTO: 


Si A y B son conjuntos tales que AC B, se define el complemento de A con 
respecto a B y se denota CgA, a la diferencia B — A. Esto es: 


C¿A=B-A=[xxeBnaxeA) 


Conjunto que queda caracterizado por la propiedad: 


x€ CA =>xeBaxeA 


Cuya representación en el diagrama de Venn esla parte sombreada de la figura (a). 


yy 


Figura (a) Figura (b) 


En particular, si: B = U, el complemento de Á con respecto a U, se denota por: 


Y se define como el conjunto de elementos que no pertenencen a A, esto es: 


A=U-A=(xx e UnxeA)=[xxe A) 


=_ Matemática 
Conjunto que queda caracterizado por la propiedad: 


Y cuya representación en el diagrama de Venn esla parte sombreada dela figura (b). 


Ejemplo: Sean los conjuntos: Á = (3; 4; 5:6) y B=( 1; 2; 3; 5; 6); Hallar: 


a) CgA b) £,B e) E(A MB) 


Resolución: 


b) C¿A =A-B=(3; 4; 5,6)-(1:2;3; 5; 6) Gráficamente: 
A-B=(4) 


CA(ANB)=A-(ANB) 
o = (3; 4; 5,6) -(3:5;6) 
=(4) 


Propiedades del Complemento: 

Para conjuntos A y B en U se cumplen las siguientes propiedades: 

1) ACA) =A 4) AAUB)ECLA Ne 
7 2) ACB > BA 5 AANB)=CAU E£B 

3) A-B=ANn(B_ 6) AUV(CA) =U 


Leyes de Morgan 
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TAU€,=0 8) C0=0 9 (b=U 
1.2.5 DIFERENCIA SIMÉTRICA: 


Dado los conjuntos A y B se define la diferencia simétrica de A y B, que se denota 
por AA B, al conjunto: 


AAB=(A-B)U(B-A) o AAB=(AUB)-(AM8B) 


En el diagrama de Venn Euler, la diferencia simétrica de A y B es la parte 
sombreada de la siguiente figura. 


Si %” es un elemento que pertenece aA A B, 


A 
entonces: 


AAB=(x(x  Anxe B)v(xe Anxg B)). 
Esto es; A A B es el conjunto caracterizado por 
la propiedad: 


a oróto Tot 


Ejemplo: Sean los conjuntos: A = [ 1; 2; 3; 4) y B=( 2; 3; 5; 6), Hallar: A AB. 
Resolución: 

En primer lugar, hallamos: AuB=(t;2;3;4;5;6) y ANB=(2;3) 

En segundo lugar, hallamos la diferencia simétrica de A y B. 


AAB=(AUB)-(AUB)=(1;2;3;4;5;6)-(2,3) =[1:4;5;6) 


AAB=(1;4;5;6) 


Propiedades de la Diferencia Simétrica: 


MD ABOZA ooo (Propiedad del elemento neutro). 
2) AAA=4 

3) AAB=BAA —»-»-»-—-—-—-—...oo (Propiedad conmutativa). 

4) (AAB)JAC=AA(BAC) —- ..... (Propiedad asociativa). 


5) (AABIAC=(ANCIA(BAC) ..... (Propiedad distributiva). 
1.2.6 PARTICIÓN DE UN CONJUNTO: 


Se llama partición de un conjunto E a todo conjunto de partes o subconjuntos no 


vacios disjuntos dos a dos y cuya reunión o unión es igual al conjunto E. 


= WHiatemática e 123] 
Ejemplo 1] : Sea el conjunto: E = [ 1; 2; 3; 4; 5; 6) y los subconjuntos de E; 
A=(1;3):B=(2;4;5)yC=(6) ¿Es (A, B, C ) una partición del conjunto E? 


Resolución: 

Debemos verificar si se cumplen las tres condiciones: 

1) Se cumple que cada conjunto A, B y C son no vacíos, es decir: 
Ar09;Bx0;Cx0. 

2) Son disjuntos dos a dos; puesto que: AnB=4;ANC=9;BAC=9. 


3) La reunión o unión de los tres conjuntos es E, veamos: 


AuBuC=(1;3)u[(2;4;5)u(6)=( 1; 2;3;4;5;6)=E 


LA, B,C ) Constituye una partición del conjunto E. 


Dos conjuntos son disjuntos si no tienen ningún elemento en común. 
Es decir, todos los elementos de un conjunto son diferentes a los 
elementos del otro conjunto. 


Ejemplo 2] : Sea el conjunto: H = [ x/x son seres humanos) y los subconjuntos 
de H; N =(x/x es niño ); J = ( x/x es joven ); A= [x/x es adulto ). ¿Es(N, J, A] 
una partición del conjunto H? 


Resolución: 
Debemos venficar si se cumple las tres condiciones: 


1)  Lossubconjuntos mencionados: N, J, A, (no son vacíos ya que por lo menos 
tienen un elemento). 


2) Son disjuntos dos a dos, puesto que: NnaJ=4;NAA=09;JOA=g9. 
3) La reunión de los tres conjuntos es H. 


NuJuaA=[ niños ) U [ jóvenes j U [ adultos ) = H 


WN NJ, A | Constituye una participación del conjunto H. 


EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE 
CONJUNTOS 


Ejercicio $: Dados los conjuntos: A = (a; e; d);B=(e;f; g) y C=(!; e; j;k). Hallar: 
Av(BnC) 


Resolución: 

Hallamos primero: BAC. "» BnAC=[(e) 

Luego; calculemos: Au (Bn C). 
Av(BnC)=(a;e,dju(e)=(a;e;d)=A 


AU(BAC)= A] 


Ejercicio $ : Dados los conjuntos: A=(a;b;d;e) ; B=([b;c;d;r) y 
C=(a;b; e). Hallar: (A - B) con respecto a C. 
Resolución: 


En primer lugar, hallamos: (A — B) 
(A-B)=(a;b;d;e)-(b;c;d;r)=(a;e) 
(A-B)=(a;e) 


Luego, hallamos el complemento de (A - B); respecto al conjunto C. 


(A - B) = Co pa beto ad 
(A-By=(b) | 


Ejercicio (): Dados los conjuntos: A =( 5; 6; 7;8);B=(6; 7; 1;2), C=( 7; 5; 9; 4) 
y U=(1,2;4,5,6;7,8,9) 


Calcular: a) (AMB)JUC  b) AnM(B-C) c) C-(ANB) 


Resolución: 
Sabemos que: 
a) (ANB)uC=(6;7)]u(7; 5; 9; 4)=([ 4; 5; 6; 7,9) B=(6;7:1,2)y 
(AB) UC = (4; 5; 6,7: 9) C=([7;5;94) 


Luego: B-C=([1;2;6) 


= = ; HHatenática e / 25. ¿ 
b) An(B-C)=([5;6;7,8)n([1;2;6)=(6) -.. An(B-C)=(6) 
c) C-(AnNB) 

Como sabemos que: AnNB=(6;7)y U=(1; 2; 4; 5; 6; 7,8;9) 

Por definición de complemento, se tendrá: 

(AN BY = [ 1; 2; 4; 5; 8; 9); Aplicando la definición de diferencia, 

Tendremos: C-(ANB)=(7;5;9;4)-(1;2; 4;5;8;9) 


CHADB!=17)] 


Ejercicio 6: Dados los conjuntos: —A= (xx es número natural divisor de 12 ) 
B = (x/x es número natural divisor de 18 ) 
C = ([ x/x es número natural divisor de 16 ) 
Calcular: a)  (A-B)a(B-C) b) (A-B)u(B-C) 
Cc) Mostrar en un diagrama de Venn los conjuntos A, B y C. 


Resolución: 

En este problema el primer paso consiste en definir los conjuntos dados; por extensión: 

Así, se tendrá: A=(1;2;3; 4; 6;12);B=(1;2;3;6;9;18)y C=(1;2; 4,8;16) 

Luego, procederemos a calcular lo solicitado: 

a) A-B=([(4;12) c)  Enun diagrama de Venmn, se tendrá: 
B-C=[(3; 6; 9; 18) 
(A-B)N(B-C)=9 

b) (A-B)u(B-C)= 


(4; 12) u (3; 6; 9; 18) = 


Ejercicio 9 Dados los conjuntos: 


) ; B=(2,3,5;7) 
) y U=[xe IN/x<8) 


Calcular: a) AuB;AnB;(AuB)aC b) (A-—B) respecto a U 
c) [C-(A uB)] respecto a U. 
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Resolución: 

a) AuB=[1;2,3;4;5;7);ANB=(2;3);(AuB)aC=(1;4) 

b) En primer lugar, hallamos: (A — B) 
A-B=(1:2:3,4)-(2:3;5;7)=(1;4) » 'A-B=(1,4) 
Luego, hallamos el complemento de (A - B), respecto al conjunto U. 


(A-B= €, (A-B)=U-(A-B)=(0; 1; 2; 3; 4; 5;6;7,8)-(1;4) 
MAN 


(A - BJ =(0; 2; 3; 5; 6; 7,8) 


c) [C-(A u B)] respecto a U. 
En primer lugar, hallamos : [C — (A u B)] 
[C —(A u B)] = (1; 4; 6;8)- (1; 2: 3; 4;5:7)=(6;8) 
AA TEME A 


Luego, hallamos el complemento de [ C — (Au B)], respecto al conjunto U. 
[C-(AuB)l = é, [C-(AuB)=U-[C-(AuB)] 
= (0; 1; 2; 3; 4, 5;6;7,8)-(6,8) 


TARA 


Ejercicio $: En los diagramas de Venn que se adjuntan, sombrear-: 


a) NUB b) A'-B' 
( O | 
U U 
DIAGRAMA (1) DIAGRAMA (2) 


Recomendación: SES 


Para sombrear regiones que corresponden a conjuntos, es conveniente númerar cada 


región establecida en el conjunto Universo (U). Luego guiándonos por esta numeración 
determinaremos la región que corresponde a un conjunto dado. 


a HHatemática 2 E 
Resolución (a): En el diagrama (1): 


1)  Numeramos cada región en 
el diagrama dado, así: 


2) Del diagrama: A =( 1; 2], su complemento de A; 
Será: A'=(3¡4) Además: B=(2;3) 


3) Luego, calculamos: 


FuB=([(3;4)Ju(2;3)=(2;3; 4) 
E E TI il 


El resultado, hallado nos indica las re- 


giones que debemos sombrear veamos: 
> 


Resolución (a). En el diagrama (2). 


1)  Numeramos cada región en 
el diagrama dado, Así: 


2) Del diagrama: 
A= (4), su complemento de A, 
Será: A =(5; 6 Y 
Además: | B=(4,5) 

3) Luego, calculamos: 
NUB=([5;6)U(4;5)=(4;5;6) 


El resultado hallado nos indica las re- 
giones que debemos sombrear, veamos: 


ad 


ANUB=[4,5,6) 
Resolución (b): En el diagrama (1). 
1)  Numeramos cada región en 

el diagrama dado, asi: 


2) Del diagrama: 
A=( 1; 2); su complemento de A, 
será: A'=[3;4) 


B= (2; 3); su complemento de B; será: B'=(1;4) 
3) Luego, calculamos: 


»-B=(3,4)-(1;4)=(3 


El resultado hallado nos indica las re- 


giones que debemos sombrear veamos: 
> 


Resolución (b): En el diagrama (2). 


1)  Numeramos cada región en 
el diagrama dado, así: 


2) Del diagrama: A = [ 4 ) ; su complemento de A, 


| 


será: A'=(5;6) 
B = (4; 5); Su complemento de B, será: 
3) Luego, calculamos: 


A78=156)-(6)=(81 


El resultado, hallado nos indica las re- 
giones que debemos sombrear. Veamos: 


mp 
m7 
¡A-B'=(5)] 
r 
Ejercicio 7a En el diagrama (1), sombrear: (BAC)-A y 
en el diagrama (11), sombrear: [(A A C) - B] u (B - C) 
A B U 
€ 
Diagrama | Diagrama !l 


Resolución: 


Matemática 


. En el diagrama (1); numeramos cada una de las regiones. 
O 
A Ey! Del diagrama: (BNC)=[4:5) 
SO A=[1,2:5:6) 
AE Donde: NBAC)-A=(4) 
E A 
Este resultado nos indica que debemos sombrear la región 4 ; veamos: 
A 2 Ú 
8 


Cc 


(BAC)- 


| 


A=([4) 


CE 


En el diagrama (11), numeramos cada una de las regiones: 

Del diagrama: 

[(A OC) - B]=(3; 4)-(2;3;6;7)=[4) 
(B-C)=(2;3;6,7)-(3; 4;5;6)=(2;7) 
Donde: 

[(An C) -B]u(B-C)=(4)u(2;7) 
(ANC) - B]u (B - C)=(2; 4; 7), 


este resultado nos indica que debemos sombrear las regiones, 2; 4 y 7. Veamos: 


[(ANC) - BJU(B-C)=(2; 47) 


Ejercicio (1! : Si: A=(xe IN/X<5 v 
x=7) a B=((2x + 1)/x € IN 1x<3) 


Hallar. aj) AuB bJAAB c)A-B 


Resolución: 


Rpta. a) Au B=(0; 1; 2; 3; 4; 5; 7) 


Ejercicio (2 |: Si S=(xe IN/é < 30), 
T=(ée IN/x<3) y el universo 
U = (0; 1; 2; 3; 4; 6; 7; 9); Hallar: 


a) (Sn T)-(SuT) 
b) Hacer un diagrama de Venn-Euler 


Resolución: 


Rpta. la) (2; 3; 4; 9) 


EJERCICIOS N*() 
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TALLER DE. 


Ejercicio 3: Si: 

P = (x e IN/x divisor de 12) 

Q = (x e IN/x divisor de 24) 

R = (x e IN/x divisor de 36) 

¿Cuál de las siguientes proposiciones es 
verdadera? 

L PAR=PNQ 
mQo-R=P 

vV. P-Q=R 


Ml PAOQ=A 
WPIR=0Q 


Resolución: 


Ejercicio [4] : Sean los conjuntos: 

P = bux e IN; x < 8) ; Q= (0; 2; 5), 
R=(1;3,4,7) ; S=(6) ; T=(8). 
¿Es (Q, R, S, T] una partición de P? 


Resolución: 


ree 


(Q, R, S, T) es una partición 
del conjunto P. 


Rpta. 


DI ven 1 E 


Ejercicio Ú: si: 

A =(x*-4/xe Z n -4<x<6). Hallar: n (A) 
AJ4 B)J5 C)6  D)7  E)8 
Ejercicio 2) : Se tienen 2 conjuntos A y 
B, tales que: 

A=(2x-1/xe IN nx<5) 
B=[(X-1/xe6 Z n-2<x<3) 


Hallar: n(A-B) 
Á3 


A)1 B) 2 
Ejercicio 6: Determinar por extensión 
el siguiente conjunto: 


D)4 "EJ5 


A = [3x-3/xe IN nx<4) 

A) (0; 1,2,3) B)(0;3;6) 

CJ 1 - 3; 0; 3; 6) D)(1;2;3) 
E) No es posible 


Ejercicio f) : Si: A =(3; 4; 5; 6; 7; 8); 
B=(4; 5; 6; 9; 10) AC =(5; 6; 7; 8; 12; 13) 
Hallar: n(A n B) + n(A N C) + n(B n C) 
A)J5 B)9 Cj8  D)7  E)6 
Ejercicio Ó: Expresar mediante opera- 
ciones con conjuntos la parte sombreada 


de la siguiente figura: 


A)AU(B - CY 

B)AnN(BuC) 
C)AN(B - C) 

D)A-(BAC) 

EJAAC 


EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
CONJUNTOS 


Ejercicio Ó: Dados los Conjuntos: 
U = (a;b;c;d;e;f) 

A = [a;b;c;d;e,f) 

B = [c;d;e;f) AC = [a;b) 
Simplificar: (A A BY - (A u C) 


Mo 
D)(d;f) 


B)(c; d) 
E)(e) 


O (e,f) 


Ejercicio 7) : Dados los conjuntos: 

A = ([x€ IN/x es divisor de 12 ) 

B = ([x e IN/x es divisor de 18 ) 

C= (x e IN/x es divisor de 16 ] 
¿Cuántos elementos tienen los conjuntos 
(A-B)ha(B-C)y(B-C)-(A-B)? 


A)O0y5 B)5y0 C0)4y5 
DjOy4 E)5y7 
Ejercicio () : Si: A = (0; 3; 6; 9; ....; 72) 


Bi=11458; T2:.....: 596) » 
C=[(2; 4; 8;....; 256) 
Indicar el número de elementos de: 


(AAB)UC 


Aj8g B)6  C)12 D)J1i9 EJ14 
Ejercicio (): Si:A = (2;3;(4;5)) 
¿Cuál es el valor de verdad de las siguien- 
tes proposiciones? 


L3eA  11.(4;5)e A IM. (4; 5) <A 
A) Sólo | B) Sólo IM C) Sólo lil 
D)!yil E)! y Il 

Ejercicio : Ay B son dos conjuntos, 


tales que: NAU.B)=30; n(A-B)= 12; 
n(B-A) = 10. 
Calcular: n(A) + n(B). 


A) 15 B)35 C)28 D)38 E)18 


Ejercicio La siguiente gráfica 
corresponde a la operación: 


ANANB)-C A E 

B)AA(BUC) 

CHAU B)AC 

D)J(AAB)AC 

EMAAB) AC c 
NIVEL HH 


Ejercicio $ : Se tienen los conjuntos A 
y B del conjunto universal U. 


Si: n(U) = 40;  n(A) = 25; n(B) = 20 
y n(A u B) = 10. Hallar: n(A n B) 


A)15 B)13 C)t1 D)J9  E)7 


Ejercicio (2: Si: U=(x/x e IN 1x< 18) 


A = (x2+1xe IN nx<5) 
B = (3x+1/xe IN nx<6) 


Hallar: n[(A u B)] 


A)8 B)9 C)10 D)11 E)másde11 


Ejercicio fÉ : Si: U=(wxe IN ax<80) 


A = [xxe IN 17<x<32) 
B = [xxe IN 14<x<54) 


Hallar: n(A A B) 
A)7 B)22 C)29 D)30 E)másde30 
Ejercicio Ó: Si: 


A = (xx= a2+a-1;ae IN na<5) 
B = (xx = ad-2a,ae IN na<4) 
C = [x/x = (a+1,ae IN n1<a<6) 


Hallar la suma de elementos de: 


Tarda Coscias Pg kr 


Clave de Respuestas 


1.C 2.C 3.C 4.B 
5.D 6.A | 7.D 8.E 
:;9.D 10.D ¡111.E 


(B-C)u(AUB) 


A)62 B)63 C)61 D)60 E)71 
Ejercicio (H: Si: n(A) = 2n(B) y 
n[Pot(A)] - n[Pot(B)] = 240. Hallar: n(A) 
A)10 B)8 


C)12 D)6 E)1a 


Ejercicio Ó: Sea: 


U=(xxeZ nx e [-5;8]) 
A = [3x-2/xe IN nx<4)] 
B = [2x+1/x € Z ax € <-4;,4>) 


Calcular la suma de los elementos del 
complemento de la reunión de A y B. 
AJ8g8 B)10 C)12 D)20 E)16 
Ejercicio $: ¿Qué expresión corres- 
ponde a la región sombreada? 


A B 


A)[(ANB)-C]JU[ANC] 
B)(AAB)-C]u[BAC] 

“CHANB)AC 
D)(C-B)u(C-A) 
E)C-(ANB) 


Hatemática 


Ejercicio Ó : Se tienen 3 conjuntos A; 
By C; sise cumple que: n(A) =39 ; 
nNAnNB) = 15; n[((ANC)-B]=6A 
n [(B A C) - A] = 17. Indicar cuántos 
elementos pertenecen sólo a uno estos 
conjuntos. 


A)13 B)18 C)24 D)35 E)41 


Ejercicio Ó : Del gráfico: 


A (6) B 
ES 
Cojo 


L 3e(A-B) aC 
IL. 12e(APAB)AC 
M 11e(AnB)-C 


Son verdaderas 


A) Sólo | y lll B) Sólo | y ll C) Sólo Il 
D) Sólo ll E)!, il y ill 


az. Si: U = bdx e IN x < 15) 
A = (2x-TWxe IN 0<x<7) 
B=(x*+1xeZ n-4<x<2) 
C = [1;3; 4; 6,8;9; 10) 


Hallar: n[(A-B)nC'] 


A)2 B)3 C)4 D)5 E)másde5 


Clave de Respuestas 


1.A 2.0] 3.C | 4.D 
5.B 6.C | 7.C | 8.B 
9.B 10.A 


1.3 PROPOSICIONES, PROPOSICIÓN Y CONJUNTO 


1.3.1 ENUNCIADO Y PROPOSICIÓN: 


. Enunciado.- Denominaremos así a toda frase u oración. Ejemplos: 


a) Piura es una ciudad del Peru. 
b) 2x-3=9 
c) ¿Cuántos hermanos tienes ? 


d) Manuel es futbolista o pesista 
e) 4+7=11 
f ¡ Viva el Perú! 


. Proposición: Es un enunciado cuya propiedad fundamental es la de ser verda- 
dero (V) o falso (F); pero no ambas simultáneamente. 


Una proposición se representa simbólicamente por letras minúsculas tales como: 
p, q, 1, s, t, etc. (llamadas variables proposicionales). Cuando se trata de re- 
presentar muchas proposiciones similares se usan subíndices para indicar cada 


una de ellas, esto es: 


Ps» Po: Pg» Da rorrrenencnnananano 


que se lee " p de x", es un polinomio en x, su valor numérico para x = a, se 


Si Pi 


, Po 


escribe Pía) Y Se lee "p de a”. Por pio! si el polinomio dado es p,, =é - 2x + 
3 y se toria a=3, se obtiene : Pía = 8? - - 2a +3; luego: pig, =3? -2(3) +3=6;es 


decir: Pía) = 6. 
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Ejemplos de proposiciones: 


Valor de verdad 


p:3+5>2+3 
: El número 450 es divisible por 4. 
: El ángulo recto mide 90". 
:15-8=9 


| Nota: A la veracidad o falsedad de una proposición se le dencia valor veritativo 
o valor de verdad. ' 


Observaciones: 


1) Aquellos enunciados que indican una pregunta, una orden o una excla- 
mación, son expresiones no proposicionales. 


Ejemplos: a) ¿Qué es la geometría ? 
b) Prohibido fumar 
c) ¡Hola que tal ! 


2) Losenunciados que usan las palabras “él”, “ella” y los símbolos x, y, 2. 
No tienen la propiedad de ser verdadero o falso, es decir, no son proposi- 
ciones. Sin embargo, si a una de estas palabras y símbolos se le asigna 
un determinado objeto o valor, llamado constante, el resultado es una 
proposición. A este tipo de enunciados se les denomina enunciados abier- 
tos. 


Ejemplos: a) El está estudiando ingeniería. 
b) x+4>9 


Así en (a), si la variable se reemplaza por la constante Manuel tenemos 
“Manuel está estudiando ingeniería” ; que es una proposición cuyo valor 
de verdad (V o F), depende de que si Manuel esté estudiando o no. De 
igual manera en (b), si la variable x se reemplaza por un número mayor 
que 5 el enunciado se convierte en una proposición verdadera, o si el reem- 
plazo se hace por un número menor que 5, la proposición resulta falsa. 


1.3.2 CONECTIVOS LÓGICOS U OPERADORES LÓGICOS: 


Los términos "y ", "O", "no"; "si .....entonces ....." y "Si y sólo si", se llaman 
conectivos lógicos porque sirven para UNIR dos o más proposiciones simples 
o compuestas. 


3 Los símbolos son: Aly) ; V([O) ; - (No); = (Si.....entonces .....) y 
+ (Si y sólo si) 
1.3.3 CLASES DE PROPOSICIONES: 
Las proposiciones pueden ser simples o compuestas. 


l) Proposición simple o atómica: Una proposición es simple o atómica si en 
ella no existe conectivo lógico alguno. 


Son proposiciones simples por ejemplo, las siguientes: 


p : La puerta es de Madera ......ooooioncmo. (v) 
q : - 6 Es un número natural ................ (FP) 
184 7=1b5 (v) 
s : El cuadrado tiene 5 lados ............... (F) 


1) Proposición compuesta o molecular.- Una proposición es compuesta o 
molecular si en su conformación existe al menos un conectivo lógico. Son 
proposiciones compuestas por ejemplo las siguientes: 


a) “18 y 24 son múltiplos de 6” 

b) Si: 3x6=18entonces 6 x 3 = 18 

c) La selección bien gana o pierde. 

d) El pentágono es un poligono regular si y sólo si sus 5 lados tienen 
igual medida y sus ángulos también de igual medida. 


— _— — o A 


Obirración: 
a) Una sóla proposición p: b) Para dos proposiciones p y q 
V 
F 


+ Aquí tenemos : 


21=2 valores veritativos. 


«Aquítenemos: 22=4 valores veritativos 
para cada proposición. 
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c) Para tres proposiciones p; q y r 


«Aquí tenemos: 


23= 8 valores veritativos 
para cada proposición. 


V 
V 
vV 
V 
F 
F 
F 
F 


n<n<m<m< Ñ 


1.3.4 OPERACIONES CON PROPOSICIONES: 


Así como en aritmética y en álgebra se estudian operaciones entre números; en 
lógica se estudian operaciones entre proposiciones. La operación aritmética de 
suma de dos números 3 y 6, por ejemplo, hace corresponder a un nuevo número 
9 que es su suma mediante la igualdad 3 + 6 = 9 ; es decir, escribir * 3 + 6 " 
significa lo mismo que escribir “9”. Vamos a proceder análogamente para definir 
las operaciones entre proposiciones. 


» Laconjunción: Dadosdos proposiciones p, q se le simboliza “p a q” y selee: 
“py q“. Ejemplo: 


Cuatro es menor que siete y diez es mayor que seis. 
a ---— y a) 


Pp A q 


pa PrQqQ + El valor de verdad para una conjunción formada 

por dos proposiciones simples establece que la 
v conclusión será verdadera, sólo cuando las propo- 
F mb siciones componentes sean ambas verdaderas, 
F entodos los demás casos será falsa (F), siendo su 
F tabla de verdad el que se muestra a la izquierda. 


Los ejemplos siguientes muestran las cuatro posibilidades: 


= Hatendática e 137) 


Ejemplo 1): Determinar el valor de verdad de la proposición: 
p:3+4=12 y q:5+8>4+7 


Resolución: 
La proposición; p: 3+4=12  esfalsa DA: AA 
y la proposición; q: 5+8>4+7 es verdadera (V) - ANA 


Ejemplo 2! : Determinar el valor de verdad de la proposición: 
* 5 es un número par y no es menor que 8“. 


Resolución: 
A simple vista, la conjunción es falsa; pues si: 


p: 5 es un número par, es falso (F) 


q: 5 no es menor que 8, es falso (F) (AS 53 


Ejemplo 3] : Determinar el valor de verdad de la proposición: 
“12 es múltiplo de 4 ; pero 5 no es mayor que 7 * 


Resolución: 


p: 12 es múltiplo de 4, es verdadero (V) 


sm 5 . = | 
q: 5 no es mayor que 7, es verdadero (V) 7 A y 


. La Disyunción Inclusiva: 


Consiste en, dados dos proposiciones p ; q, construir una tercera que se escribe 
“p y q y selee: “pó q* que es verdadera si al menos una de ellas es verdade- 
ra. Si las dos proposiciones p ; q son falsas, la proposición * p y q “también es 
falsa. La siguiente tabla corresponde a la disyunción inclusiva: 


a pa | . Los siguientes ejemplos muestran las cuatro 
Py a posibilidades. 
M 5+6=11l y 
42=8" y 6 DI = MO ccoo (F) 
v 


. La negación: La negación de una proposición p se escribe ” - p" y se lee “No p” 
ó “No es cierto que p” ó “es falso que p”, y es otra proposición que niega que se 
cumple p. 


Y 


Ejemplo: Si; p : Miguel es estudioso. 


- p: No es cierto que Miguel es estudioso. 


La tabla de verdad de la negación es: 


+ Observamos que si "p” es verdadero, entonces -p es falso, 
y viceversa. Es decir, el valor de la negación de un enunciado 
es siempre opuesto del valor de verdad del enunciado. Lo 
importante de la proposición negativa es que su valor depen- 
de de la verdad de la información. 


. La Implicación o Condicional: 


Dadas las proposiciones p, q, la implicación es una proposición compuesta que se 
escribe "p => q” y se lee “si p, entonces q”, * p implica q”, “p es suficiente para que 
q”, “si p, tambien q”, etc. y establece que la condición será falsa únicamente cuando 
el antecedente sea verdadero y el consecuente falso, en todos los demás será 


verdadero. 


+. En”p= q, ap se le llama antecedente o 
hipótesis y a q se le llama consecuente o 
tesis. 


. Proposiciones Equivalentes: 


Una equivalencia de las proposiciones p y q que se escribe “p «+ q” y se lee: 
*p si, y sólo si q” es; por definición, la conjunción de una implicación y su recíproca. 


Luego: —p«q:[(p>4Y1(q >p)] 
. Deducción de la Tabla de Verdad.- 


Utilizamos las tablas de verdad de la implicación y la conjunción 


Luego, la proposición p «+ q es verdadera si p y q son verdaderos o si p y q son 
falsos. 


= THatematica 


> El siguiente cuadro es un resumen de las tablas de verdad de las proposiciones 
compuestas vistas hasta ahora: 


¡Nota 1:' Si se tienen “n” proposiciones y 
llamamos A al número de filas que resultan 
de todos los arreglos de las V y las F de 
estas proposiciones, entonces: A = 2”. 

Así se tienen las proposiciones p, q, r, los 
arreglos son 27, osea 8. (ver tabla de la 
derecha). 


nan ”nm<<<< 
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¡Nota 2:; Para efectuar la trans- 
ferencia del lenguaje conjuntista 
al de las proposiciones, o vice- 


¡Conjuntos |u fo [ce |= [a | 
Proposiciones | y | |> | > | op | 


1.3.5 PRINCIPIOS LÓGICOS O TAUTOLOGÍAS - CONTRADICCIONES - CONTIN- 
GENCIAS 


Los conectivos lógicos, así como se usan para unir proposiciones simples y for- 
mar proposiciones compuestas, también se usan para unir proposiciones com- 
puestas y obtener esquemas lógicos más complejos en cuyo caso suele hacerse 
uso de los signos de colección (paréntesis, corchetes, llaves) con el fin de dar 
mayor o menor jerarquía a los conectivos. 


versa es necesario recordar la 
siguiente tabla. 


En general el "-" es el conectivo de menor jerarquía, le siguen el “a” y el" y” que 
tienen la misma jerarquía, y luego el "=> " que es el de mayor jerarquía. Sin 
embargo, cada conectivo puede ser de mayor jerarquía, si así lo indica el signo de 
colección. 


Dada una proposición compuesta, los valores de verdad de esta proposición son 
los que corresponden a los valores de verdad del conectivo de mayor jerarquía 
presente en la proposición. Si los valores de verdad de la proposición son: 


» Todos verdadero, la proposición se llama tautología 
+ Todos falso, la proposición se llama contradicción. 
+ Unos Y y otros F, la proposición se llama contingencia. 


Hanuel Coveñas Tlaguiche E 


Ejemplo Al: Halla la tabla de verdad de la proposición: [(p y q)A-q]> p 


Resolución: 


SID 


Explicación: 


Para obtener la tabla de verdad 
de la proposición se ha seguido 
los siguientes pasos. 


1.Se aplicó la tabla de 
disyunción en los arreglos de 
PvQ- 


TAM < 


2. Se aplicó la tabla de la nega- 
ción a los valores de q. 


3. Se aplicó la tabla de la conjunción a las columnas 1 y 2. 
4.  Secopió los valores de verdad de p. 


5.  Seaplicólatabla de verdad dela implicación en las columnas 3 y 4. Siendo en esta 
proposición la implicación el conectivo de mayor jerarquia y habiendo resultado 


sus valores de verdad todos V , la proposición es una tautología. 


Ejemplo 2!: Halle la tabla de verdad de la proposición: -[ (p v p) «* p] 
Resolución: 


Como se observa en la proposición, el conectivo de mayor jerarquía es la negación. 


La proposición en cuestión, es 
una contradicción. 


Ejemplo 3 : Halle la tabla de verdad de la proposición: -[ (p a q) a =r] 


Resolución: 


También en este caso el conectivo de mayor jerarquía es la negación (aquella que está 
fuera del corchete). 


La proposición es 
una contingencia. 


Pp 
V 
V 
V 
V 
F 
F 
F 
F 
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EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE 
PROPOSICIONES 


Ejercicio) : Analizar los siguientes enunciados: 


a) 4+8=12 g9) 8-3%5 

b) ¿Eres estudiante de química ? h) Manuel es ingeniero o Manuel es 
c) 8<5 matemático. 

d) ¡Arriba Alianza ! Y  x+y<6 

e) x+3=11 i) Ponga atención. 


f  xesabogado 


Determinar: 1) Cuáles son proposiciones. 
II) Cuáles son enunciados abiertos. 
II) Cuáles no son ni proposiciones ni enunciados abiertos. 
IV) El valor de verdad de las proposiciones. 


Resolución: 


3] Son proposiciones los enunciados: (a); (c); (g) y (h). 

II) Son enunciados abiertos: (e); (f) y (i). 

111) No son ni proposiciones ni enunciados abiertos : (b); (d) y (j). 
IV) El valor de verdad de las proposiciones es: 


a) V c) F 


g) F h) Como es una proposición compuesta, su valor de verdad depende 
del valor de verdad de sus proposiciones simples. 
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Ejercicio 25 Si. p= “José es médico”, q = “José es dentista” y r = “Fidel es ingeniero”. 


1) Escribir cada una de las siguientes proposiciones en forma simbólica. 


José es médico y Fidel es ingeniero. 

Si José es médico o Fidel es ingeniero, entonces José es dentista. 
José no es médico; pero Fidel no es ingeniero. 

Si Fidel es ingeniero y José no es dentista, entonces José es médico. 


II) Escribir en forma de oración el significado de las siguientes proposiciones. 


a) pa -q b)(-pva)>"r  cjpo-q d) r> (pva) 
Resolución: 
Y a)  _Josées médico y Fidel es ingeniero. 
a A A la OR 
1 A r 
b)  SiJosé es médico o Fidel es ingeniero, entonces José es dentista. 
O q . «um —_—_ 
(P v "7 » q 
c) José noes médico, pero Fidel no es ingeniero. 
e: NEBalito tls + 
-p A E 
d) Si Fideles ingeniero y José no es dentista; entonces José es médico. 
peta o to 2 A NN. 0 A ER y 
(8 A -q) > P 
Ma) pa -q =José es médico y no es dentista. 
b)  (-pva) > r=SiJosé noes médico oes dentista, entonces Fidel es ingeniero. 
c) Pp +SG-q = José es médico si, y sólo si no es dentista. 
d) r > (pva) =Si Fidel es ingeniero, entonces José es médico o es dentista. 
Ejercicio Determinar el valor de verdad de cada una de las siguientes 
proposiciones: 


3+5=8y7-3=4 Si: 6 +3=9; entonces: 7+3=10 
3+5=8y7-3=2 Si:5+6=11; entonces: 7+2=6 


3+5=867-3=2 Si: 4+3=1; entonces: 8+8=16 
3+5=667-3=2 Si: 7+3=6; entonces: 9-4=2 


Resolución: 


a) Es V; porque es una conjunción cuyas dos proposiciones simples son verdaderas. 

b) Es F; puesto que es una conjunción con una proposición simple falsa. 

c) Es V; porque es disyunción con una proposición simple verdadera. 

d) Es F; porque es disyunción, con dos proposiciones simples falsas. 

e) Es V; por ser implicación con las dos proposiciones simples verdaderas. 

f) EsF; porque una verdad no puede implicar una falsedad de acuerdo a la implicación. 

g) Es V; por ser F y V respectivamente las proposiciones simples y tratarse de 
implicación. 

h) Es V; pues las proposiciones que intervienen en la implicación son falsa y falsa. 


Ejercicio (Í : Demostrar, mediante tablas de verdad, cuáles de las siguientes 
proposiciones son tautológicas; cuales son contradicciones y cuales son contingencias. 


a) (pa -q) > (-pv-q) d) [-pa(qvr e (pvn ad 
b -(p>-qQqeo(d>-p e) Up> ada (q > n>(p > 1) 
c) (pv-Pp op 


Resolución: 


a) Por ser el primer ejercicio de este tipo se ha señalado el orden de los pasos 
seguidos en la obtención de la tabla de verdad. 


por 


-9) > (-pv -q) 


-. La proposición es 
una tautología. 


A Mt Cocca Tui 


ela] | exam ema a | [-p a (qvr) e (pvr a 
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posición es una Tautología. 


Ejercicio 1. : De los enunciados si- 
guientes sólo uno de ellos es proposi- 
ción lógica. señale cuál es: 


Lógre verlo ayer en su casa 
Aquél profesor enseña biología 
La caperucita roja habló con su 
abuelita 

Ningún enunciado abierto emplea 
variables. 


Ejercicio 2|: Sea p: "hace frío" y 
q: "Está lloviendo”. Describir con un enun- 
ciado verbal la siguiente oración: 


pe-q 


A) Hace trío si y sólo si no está llo- 
viendo 

B) Si hace frío, entonces no está llo- 
viendo 

Está lloviendo si, y sólo si hace frío 
Si hace frío y no está lloviendo, en- 
tonces hace frío 


C) 
D) 


Ejercicio 3: Sean p: "Éles alto" y 
q: "Él es galan". Escribir el siguiente 
enunciado en forma simbólica con p y q: 
"Él es alto, o él es bajo y galán". 


A) -(-pva) 
C) - (-p v -q) 


B)p 1-q 
D)pv(p 19) 


sarcicio a 
Ejercicio 4 : La operación que corres- 
ponde a la siguiente tabla de verdad. 
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y MN 


Ejercicio Ú : Determine cuáles de los 
siguientes enunciados son proposiciones: 


a) 4+6=13-3 

b) Los hombres no pueden vivir sin oxí- 
geno. 

c) x+6=12 

d) 2x5=10+2 y 7-3 8x2 

e) Nosotros estudiamos en el colegio. 

f) ¿El silencio es fundamental para es- 
tudiar? 


Ejercicio H: Determine cuáles de los 
siguientes enunciados son enunciados 
abiertos. 


a) 16<12 

b) X es ingeniero y Juan es matemático. 

c) 7x+4> 11 

d) x+y+zx 3 

e) X es hermano de y. 

f) Universitario sobresalió en fútbol en 
1993. 


Ejercicio 6 : En los enunciados de la 
pregunta 2. ¿Cuántas proposiciones hay? 


A)4 B)5 C)3 D)2 E1 

Ejercicio Ó : Si p: “Mario es bueno” y 
q: “Mario es alto”; la representación sim- 
bólica de la proposición compuesta “No 
es verdad que Mario no es bueno o que 


no es alto” es: 


A)-(pva) B)-pv-q C)pv -q 
D) -(-p v -q) E) Ninguna anterior. 


EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
PROPOSICIONES 


Ejercicio 15) : Si p: “Yo tengo un auto” 
y q: “Yo tengo una casa”, cuál es la inter- 
pretación literal del enunciado simbólico. 


-[-pv A -q)1 a (- Pp) 
A) Yo tengo un auto y una casa. 
B) Yotengo un auto o una casa. 
C) No es verdad que no tengo un auto o 
tengo una casa y tengo un auto. 


D) No tengo ni un auto ni una casa. 
E) Tengo una casa, pero no un auto. 


Ejercicio 0 : Demostrar cuáles de las 
siguientes proposiciones son tautologías, 
cuáles son contradicciones y cuáles son 
contingencias: 


A) Ap) o A- ( -p) 

B) (-pvada (-q >p) 

C) (pvg)ar o -(pa 1a-(qar) 

D) [(pa qa 1) >s] e [(p a q) > (r > s)] 


Ejercicio 7E Halla el valor de verdad de 
cada proposición siguiente: 


A) Si4<6, entonces 4?<36 ..... () 


B) Si33%+5=32, entonces la 
raíz cuadrada de 625 es 25 ..... () 


C) 1161 =16;Siysólo si l-8l=-8.( ) 


D) 125 es divisible por 25 si y sólo 
si 7 es divisorde84 - ... () 


E)  13es divisor de 156 si y sólo 
si 91 es número primo. —— ..... () 


=C THaterdtica e EA 
Clave de Respuestas 


1. Son proposiciones verdaderas: (a), (b) 6. a) Contradicción 
Son proposiciones falsas: (d) y (e). b) Contingencia 
2. Son enunciados abiertos: (b), (c), (d), (e). c) Contradicción 
3. Hay 2 proposiciones que son: (a) y (f). d) Tautología. 
au 7. av b) y 
5ME c) F d) v 
e) F 


1.3.6 CIRCUITOS LÓGICOS: 


Un circuito lógico es un conjunto de símbolos y operaciones que satisfacen las 
reglas de la lógica, simulando el comportamiento real de un circuito eléctrico. 


Circuitos en Serie: Dos interruptores se encuentran conectados en serie, 
cuando lo están uno tras otro (En una misma línea). 


Sean los interruptores o llaves de luz p y q; su conexión en serie estará dado 
por: A 


En este circuito pasará corriente sólo en el caso en que p y q se encuentran 
cerrados, en cualquier otro caso no hay paso de corriente. De aquí tenemos el 
comportamiento de la conjunción de las proposiciones p y q. Por tanto: 


Representación de un interruptor 
mediante una proposición p. 
Interruptor cerrado: 


EA 


El interruptor o llave de luz está cerrado 
(pasa corriente), si la proposición “p” es 
verdadera. 


Interruptor abierto: 


5 


- 


Elinterruptoro llave de luz está abierto (no 
pasa corriente), si la proposición “p” es 
falsa. 
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Conjunción: 


Circuito en serie: 


—P—UA-—e Se enciende la lámpara. 
— P-49—, No se enciende la lámpara. 


PA No se enciende la lámpara. 
—P-1 0 No se enciende la lámpara. 
Como se muestra en el cuadro, el circuito estará cerrado o pasará corriente sólo cuando 


los interruptores estén cerrados y el circuito está abierto si uno de los inerruptores está 
abierto. 


. Circuitos en Paralelo: 


Dos interruptores p y q se encuentran conectados en paralelo, cuando tengan 
una disposición, como se muestra en la figura: 


Pp Se observa en el circuito que hay paso de 
| corriente cuando uno de los interruptores o 
ambos están cerrados: 


No hay paso de corriente cuando los dos interruptores están abiertos. Tenemos en- 
tonces, el comportamiento de la disyunción de las proposiciones p y q. La falsedad de 
Pp y q, es decir, el hecho de que no pase corriente, sólo se verifica en el caso de la 
falsedad simultánea de p v q. Por tanto. 


=E PHiatemática 


ñi). -pv -q: Representa un circuito abierto en paralelo que no deja pasar 
corriente, por lo que en este estado -p v -q es falso. 


Estas representaciones nos permite diseñar o simbolizar redes de circuitos eléctricos 
conectados en serie y en paralelo, o también simplificar circuitos muy complicados 
haciendo uso de las ya conocidas equivalencias notables. 


Disyunción: 


Cra pva Circuitos en Paralelo: 
19) 
H4_ q + Se enciende la lámpara. 


Á=, + Se enciende la lámpara. 


Pp 
da 0 —] h Se enciende la lámpara. 
Como se muestra en el cuadro el circuito q 


estará cerrado cuando uno o ambos inte- + Ñ 

rruptores estén cerrados y el circuito estará q JA No se enciende la lámpara. 
abierto cuando los dos interruptores estén 

abiertos. 
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EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE 
CIRCUITOS LÓGICOS 


EjerciciofH: Diseñar el circuito lógico de la siguiente proposición: (pva)a r 
Resolución: 


Vemos que (p v q) a res la conjunción de p v q y r, que deben estar conectados en serie: 


EEE —_——— renos (1) 


p 
Pero; p v q se representa por: HH ' E EEC (2) 


Luego, sustituyendo (2) en (1); tendremos la representación pedida, esto es: 


Ejercicio é : Diseñar el circuito lógico de la siguiente proposición: -pv(-q Ar) 


*-—— pva 


Resolución: 


-pv(-qgar) eS $e aemaruanananos (1) 
-qar 


Pero; -q a r se representa por: SS Q— P-=0  cononconnao (2) 


Luego, sustituyendo (2) en (1), tendremos la representación pedida, esto es: 


E] 


Hatemática 


Ejercicio $ Diseñar los circuitos lógicos de las siguientes proposiciones: 
a) [(-pva)a alvípa -q) b) (pv-q)A(-pva) 


Resolución: 


Ejercicio Ó: Halla su expresión lógica correspondiente al circuito siguiente: 
r 
E 
q 
o 
dr 


Los pasos para simbolizar el circuito son: 


Resolución: 


r 
1) z Y q Eh Están conectados en paralelo; se simboliza: (r v -q) 


r 
2 ——p H4_ +. Están conectados en serie; se simboliza: p a (r v -q) 
q 


3) — JE Están conectados en serie; se simboliza: (q a -r) 


4) Pp A (r v -q) y (q »-1) Están conectados en paralelo; se simboliza: 


BENTON ANO q) 


patri var) 


Rpta. 


Ejercicio Ó: Halla la expresión lógica correspondiente al circuito siguiente: 


ma Hanael Coscñas Zannicha 2 


Resolución: 


r 
— Qu (1 -p) 
9) 
(p vq) 
q 
E (-q v —r 
r 


qa (rv -p) 
o SU ==»=—P —(q A (1 v —p)] v[ (p v q) v (-q v -1)]= 
(p v q) v (-q v —r) 


+ Como se observará este último circuito está conectado en serie, que se 
simboliza así: 


Ejercicio Ó: En el siguiente circuito lógico: 


Il. Determine la expresión lógica. Pi a 
IL... Las posibilidades de funcionamiento del circuito, 
es decir cuando el circuito está cerrado y cuando = 


el circuito está abierto. 


== 


=L_ Hatenática 


Resolución: 


(pag) 
L Suexpresión lógica del circuito es: — * | | = 
p 


Como se observará este último circuito está conectado en paralelo; que se 


simboliza así: 
[(paq)v-p] 


Il. Construimos una tabla para saber el funcionamiento del circuito. 


La corriente no pasará cuando p esté cerrado y q esté abierto; en los demás 
casos si pasará corriente. 


A ed se cs: 
Ejercicio .1. : Diseñar el circuito logi- 
co de la siguente proposición: 

(Pp A-q) v-pvr 
Resolución: 
. Analizamos la expresión: 


Circuito en Serie 


re 


PA-q Y -P 


Circuito en Paralelo 
Diagramamos: 


Ejercicio 2l : Diseñar el circuito lógico 
de la siguiente proposición: 


Pp a(qu-") a(rv-q) 


Resolución: 


NAL 


: ' 
A NA N2 (3) 


TALLER DE 


Td A E 
Ejercicio ' 3 : La expresión simbólica 
del siguiente circuito 


Es: 


A)p aq ar)v-p B)(p 19)v(-p ar) 
C)(-p ar)vpvq D)NA. 


Ejercicio 4 : Dado el siguiente circui- 
to lógico, escribe la expresión simbólica 
correspondiente. 


p 


Resolución: 


CIRCUITOS 


Ejercicio per Diseñar el circuito lógico de 5 q q 
cada una de las siguientes proposiciones: E 
r s 
a vr 
) pa (q vr) a 


b) (pv-q) A (-p vq) 
c) [(-pva)aqlv(pa -q) Pp 
d) rvagv[(-pa-r) vq] 
e) (qarv(-p10) 


) [prgvEprglap g Pp 
9) Palíq A -r) vq] : . 


h) (pal(qa-v(-paq)])vq 


EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE E 


= 0 


Y Upaganvi-pagar]ar q 
DY (rr v(-pa-q) 1 (qar))vp —, 
q— r 
Ejercicio (A : Halla la expresión lógica | 1) 
correspondiente a cada uno de los si- pP-—/q 
guientes circuitos lógicos. q | 
q _— 
Pp 
AS 2» 
( L 
r —q 
9) 


r 
lo dai — 
p 


Ejercicio É) : En los siguientes circuitos 


lógicos: 
A 


L Determine la expresión lógica. 

ll. Sus posibilidades de funcionamien- 
to del circuito, es decir cuando el cir- 
cuito está cerrado y cuando el cir- 


cuito está abierto. 
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pq 


E e pe y pS 
| 
É 
q p p A pl | 
IAS | 
E | 
q—r po 4 

d) q e) |, 5 f =D poo 
pr Pp—-q p—-q 


q 


AS 


a 
a A e o 
q 


| 


| ch P-— q 
) MES 
| ec pa a ds 


2. a) (pvda-qap 
b) quí v -par 
c)  (Pa-q)v (=r vq) 
d) (qvral(pvag)v (-rv-s)]a (q vs) 
e)  (pvav -r) v [(qv -r) a (-p v-q)] 
D - (pal(qa Mv(-qr-D]l)viqa[(pa-q) v (qar)]) 
9% ftpalíqa -r)v(raqhl)v (q ar) 


1/3. a) Lacorriente pasará cuando p esté abierto y q esté cerrado; en los de- 
más casos no pasará corriente. 

b) La corriente pasará cuando p este cerrado y q esté abierto o p esté 
abierto y q esté cerrado, en los demás casos no pasará comente. 


Y Ke A 
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1.3.7 DEMOSTRACIONES EN MATEMÁTICA 


El método axiomático o de fundamentación de la ciencia matemática consiste 
en fijar conceptos primitivos (o no definidos) y proposiciones sobre estos concep- 
tos llamados Axiomas (o postulados) cuya verdad se acepta convenientemente 
sin demostración y luego, efectuar derivaciones matemáticas. 


Las derivaciones matemáticas abarcan la formulación de conceptos definidos y 
la inferencia o deducción de proposiciones matemáticas llamados teoremas, cuya 
verdad o talsedad tiene que demostrarse. 


. Axioma.- Un axioma o postulado es una proposición que de hecho se admite 
como verdad y a partir de ella, siguiendo razonamientos lógicos, se deducen 
otras proposiciones. 


Ejemplo: “El todo es igual a la suma de sus partes" 
. Teorema.- Un teorema es una proposición cuyo valor se acepta previa demostración. 


En todo teorema se distingue dos partes: a) La hipótesis y 
b) La tesis o conclusión. 


Ejemplo: "La suma de los ángulos internos de un Triángulo es 180% 
Donde: 

Hipotesis: Sean: A, B y C las medidas de cada ángulo interno de un triángulo, 
Tesis: A+B+C = 180% 


. Corolario: Un corolario es una proposición que surge como consecuencia de un 
teorema demostrado. 


Ejemplo: Un corolario del teorema anterior es: "La suma de los ángulos agudos 
de un triángulo rectángulo es 90*, 


. Demostración: Demostrar un teorema es determinar el valor de verdad de una 
proposición, mediante un proceso de razonamiento correcto. El proceso empieza 
utilizando la hipótesis y continúa aplicando propiedades conocidas, definiciones, 
axiomas, teoremas demostrados, etc. Hasta llegar a comprobar la tesis. 


La demostración puede ser directa, o puede ser indirecta. 


. Demostración directa: De acuerdo a la tabla de verdad de la implicación, si pes 
falso, la proposición p > q es válida, y no habría nada que demostrar. Luego 
interesa el caso de antecedente verdadero. 


A partir de la verdad de p, deducir la verdad de q, es hacer una demostración 
directa de la condicional p > q y consiste en una lista py; P, 5 Pg) oomcanconas ; p, de 
proposiciones tales que p,, coincide con q y para cadai=1,2,3B, mmcccccono. n; p, es 


EI, ATA AAA 
evidentemente válida, o coincide con la hipótesis; o es consecuencia inmediata 
de una o varias de las proposiciones que le proceden en la lista. 


En una demostración directa, cada paso debe ir acompañado de su respectiva razón. 
Ejemplo de demostración directa: 


Teorema: Si un número real a es mayor que un número real b, entonces. b - a 
es un número negativo. 


Hipótesis: Sean los números reales a y b tales que: a > b 
Tésis: b-a<0 


Demostración: 


a>b Hipótesis 
-a<-b Al multiplicar - L, ambos miembros cambia 
el sentido de la desigualdad. 


-a+b<-b+b Por propiedad de la desigualdad en la adi- 
ción. 
b-a<b-b Por propiedad commutativa de la adición. 


ñ Por propiedad del inverso aditivo (En el 2” 


miembro) 


. Demostración indirecta: Toda demostración indirecta, llamada también por el 
absurdo, tiene dos formas: la primera establece que; una proposición que implica 
su propia falsedad, es falsa. Osea: (p > -p) > -p 


La segunda sostiene que una proposición cuya falsedad implica su verdad es 
verdadera. Osea: (-p > p)>p 


Ejemplo: Demostrar que: 6x2 
Demostración: Sea: p: 6 +2 


Lo que se desea demostrar es que p es verdadera. 


En efecto: 1) Supongamos que 6 = 2; o sea que - p. 
2) 6-2 Escero [por 1) ].............. q 
3) Pero: 6-2=4; Osea no €s Cero monomcooconoo. -Qq 
4) Luego por2)y3): qa -q 
5)  — -p>(q1-q) [de 1) y 4)] 
6)  Laley del absurdo sostiene que: [-p> (q A -q)] > p 
7) De 5) y 6) se tiene que p es verdadera. L.q.q.d. 


o ia 


Sean Z * el conjunto de los números Enteros Positivos y f una función de 4 * en 
IR (Números Reales), definida por F (n) = 2n - 1, tenemos: 


2 (1,2,3,43 5; Biccooo...) 
Luego: — Para: n=1 => f¡=2n-1 => f()=21)-1=1 
Para: n=2 > ¡y = nd >? Fy=22)-1=3 
Para: n=3 => f,y¿=2n-1 > fg=23)-1=5 
Para: n=4 > f,y=2n-1 > fuy=20)-1=7 
Para: n=5 > f,,=2n-1 => fgy=25)-1=9 
Para: n=6 > f,y=2n-1 > fg=26)-1=11 


A esta función "f * se llama Sucesión, donde los elementos del rango: 1; 3; 5; 7; 
5 


TS. --300>> , se llaman términos de la sucesión y son imágenes de: 1; 2; 3; 4; 5; 
(pata respectivamente. 
E E 1 
AnÁlogamente, dados Z y f ¡,)= =y3 + tenemos: 
+ 
z dre 3 ABD ic ) 


1 
Luego: — Para n=1 => f-= , => Fi is 


Par n=2 => fy= 


Para: n=3 = Pas 


Para: n=4 => Fu 


De donde: 


A la sucesión ff hace corresponder a cada número natural un número real, así: 


| 


ona on - AN 


É—— 
n 


+ 


qua q del ) ( 


IR 
+ 


—==5 NS 
——5 WM 
—— TE 
—— 106 
—=> 
———> 118 


— 


n+2 


$+< 


Elementos del 
Rango 


Los elementos de IR imágenes de la 
aplicación, se llaman términos de la 
sucesión. 


+ 
Y los elementos de 4 —, o elementos 
originales de la aplicación, indican los 
lugares que ocupan los términos. Así, 
en el ejemplo mencionado, el término 
1/5 de la sucesión ocupa el tercer 
lugar. 


Los términos de la sucesión f se 


representan por f(,, siendo el 
subíndice n el indicador de orden del 
término. 


DEFINICIÓN DE SUCESIÓN 


Para: n=1 => > S,=3 
Para n=2 =  S,=(5n-2) > S,=5(2)-2 = S,=8 
Para: n=3 => == S,=1 


0 


Auna sucesión se acostumbra a denotarla escribiendo entre llaves a sutérmino 
n - ésimo. Así, la sucesión: S y =[(n,y)e Z x IR/y=5n-2) pues, en 
su forma simple se denota asi: S, = [ 5n - 2 ); donde los términos de esta 


sucesión, es decir los elementos del rango, son: 


S, =(5n-2) => S,= 5(1)-2 


S, =(5n-2) > S,= 5(3)-2 
Una Sucesión es Finita, cuando tiene un término que es el último ejemplo: 
3; 7; 11; 15; 19; 23; 27 


Como se observará esta sucesión tiene un último término que es 27 porlo tanto 
ta sucesión es finita. 


Una sucesión es Infinita, cuando no tiene último término, es decir, dado 


cualquier término de la sucesión, existen términos siguientes a él. ejemplo: los 


términos de la sucesión: S, = f = - Y 


Le 8 2 2 3 3 
Son: S.=1127*3.:5.= == ; S,= TOS 


Sucesión Convergente: 


Dada la sucesión: S, = 30+ j 
Para: n= 1; — El término de la sucesión es: s, 02 => 
Para: m=2; — Eltérmino de la sucesión es:  S,= a! => |S, =3,50 


Para: n=3; El término de la sucesión es: s, Y > |S, =3,33 


Mal Mamut Cowñas Haquideó 
Para: n=4;  Eltérmino de la sucesión es: Ss, 2 > S,=3,25 
Para:n=5; El término de la sucesión es: S, = E +1 = 


Para: n = 10 000; El término de la sucesión es: Sino = AS S, = 3,000 1 
>< 10 000 


n> o 
Observamos que al asignar a n valores enteros positivos; cada vez más gran- 
des”; el término de la sucesión se “Aproxima” cada vez 7 


3N 


más al número 3, este hecho, en matemática se simbo- 
liza de la manera siguiente: ¿ 
Se lee “El límite de la sucesión po —i cuando n 


tiende a más infinito, es el número E 


Se dice en este caso que la sucesión Converge hacia 3. 


Luego: lim a 


Nn>- 


Si no existiera el número b, entonces la sucesión es divergente. , 


Ejemplo a: ¿La sucesión: I=3 es convergente o es divergente? 
Resolución: 


- — Enprimer lugar hallamos el límite de: 5 y ; cuando n tiende a más infinito, 


para eso, damos valores enteros a "n" de la manera siguiente: 


Para:n=1, el término de la sucesión es: 0] =3 = 
Para:n=2, el término de la sucesión es: e = 3 = 
Para: n= 3 el término de la sucesión es: Le. En = 

F 2(3 6 

ps 

8 


. . PA . 1 = 
Para: n S 4, el término de la sucesión es: 20 4) 


Para: n= 1000000, eltérmino de la sucesiones: 2(1 000.000) 


Como se observará a medida que damos valores más 
grandes a "n" el término de la sucesión se aproxima cada 
vez más al número Cero. entonces diremos que la suce- 
sión Converge hacia Cero. Es decir: 


Ejemplo 2) : Determinar si la sucesión ([ 5n ]) Es convergente o es divergente. 


Resolución: 


Si damos valores enteros a n cada vez "más grandes" observamos que los términos de 
la sucesión también tomarán cada vez valores “más grandes”, veamos: 


Para: n= 1; el término de la sucesión es: 5(1) =5 

Para: n= 2; el término de la sucesión es: 5(2) = 10 
Para: n = 3; el término de la sucesión es: 5(3) = 15 
Para: n = 4; el término de la sucesión es: 5(4) = 20 


Como se observará los términos de la sucesión no se dirigen a un sólo número 
fijo. por esta razón decimos que la sucesión [ 5n ] es divergente. 


Generalizando: 


;cuando: "k"es un número real cualquiera, 
y "r"es un número natural, 


De donde: a) lim 2=0 b) lim HÉ-=0 e) lim Z=0 


N— . Nn>3. N>0w n 


; cuándo “k” es un número entero positivo ó 
un número fraccionario positivo. 


ó un número fraccionario negativo. 


Ep 5 ¡cuando “k” es un número entero negativo 


De donde: a) lim 8n=+e  b)lim —1in=-> c) lim N=+o 


n>+ N> 0 n>0 


0 Vanuel Coveñas Haguiche Ó 


Ejemplo (3): Ala sucesión: [ k) , se le denomina sucesión constante porque cada 
uno de sus términos es el número k. Así: 


Los términos de la sucesión: (4) son: 4; 4; 4; 4; 4; ...... pues, 
esta sucesión converge hacia el número 4. 


Generalizando: 


De donde: a) lim 10=10 b) lim -—8 


n —. Nn 0% 


Ejemplo La): Determinar si la sucesión: f2 + = es convergente o es divergente. 


Resolución: 


En primer lugar hallamos el límite de: fa + 2 ; cuando n tiende a más infini- 
to, para eso damos valores enteros a n de la manera siguiente: 


Para: n= 1; el término de la sucesión es: 2 + 5 = [5] 
Para: n = 2; el término de la sucesión es: 24 2 = [a, 5] 
Para: n = 3; el término de la sucesión es: 2+ 5 = [8] 
Para: n= 4; el término de la sucesión es: 2+ z =|2, 75 
Para: n = 5; el término de la sucesión es: 2+ z = [2, 60 


Para: n = 10 000, el término de la sucesión es: 24 10 200 =[2, 000 3] 


Como se observará a medida que damos valores 
más grandes a "n", el término de la sucesión se 
aproxima cada vez más al número 2. Entonces dire- 
mos que la sucesión converge hacia 2. Es decir: 


y ree == KÉ — 


Este límite, se puede resolver de la siguiente manera: 


lim (2+3) im 2 + im 2 


n—>. n—>. n 3. 


Dedonde: lim (5+8n)= lim 5 + lim 8n=5+0o=+>o 


N—>+ +. N + N—> 


=> Li 


lim (4n -L)= tim á4n — lim LL 0 q 


N=> n= 0w N —. 


Propiedad (HI) 


3+ 5) 


Ejemplo [5]: Determinar si la sucesión: ja aj es convergente o es divergente. 


Ye 


Resolución: 


Aplicando la propiedad (III), se tiene que: 


E La += lin 3+ lim 2 

Y A al AE” A 

0-1 £-2) im (2-2) mkh-ma %? e 
n n > nao n> . 


; la sucesión Converge hacía -3/2 


66. Hhanuel Coueñas Haz 1d 


i z , 2 2n+1 
Ejemolc lo) Determinar si la sucesión: ¡e , es convergente o es divergente. 
3n —-1 
Resolución: 


Aplicando la propiedad (III), obtenemos: 


; Ahora aplicamos la propiedad (11) 
tanto en el numerador como en el 


denominador. 
lim 2n+ lim 1 | | ' 
lim (=2)- Cil E Ud =l-2 
n=» 3n —1 lim 3n — lm 1 2 


N >. n> 0 | | 


El resultado hallado. ; no representa número alguno. En matemática se dice, que = 
es una indeterminada. 


Luego, para levantar esta indeterminada, divido al numerador y denominador de la 
2n +1 
2 
3n -—1 
caso dividiremos entre n?, tanto al numerador como denominador. veamos: 


expresión: [ ) , entre "La variable elevada a su mayor exponente" en este 


ll Recordar que: : Número C 
——_— = Cero 
p Infinito 


————— ————— 


A 
Luego: lim (5) 


3 


án 
Ejemplo 123: Determinar si la sucesión: — , es convergente o divergente. 


Resolución: 


Al reemplazar "n” que tiende a infinito, obtenemos: 


im [| 40%=1)_ ar za _ a 
e a ALE A 
be ¿ad 3+n 3 + (00) 
3 
De donde: lim (2). 2 (Indeterminada ) 
>> 34m 


Para levantarla indeterminación divido al numerador y al denominador entre n* (variable 
con mayor exponente). 


1.4.2 DETERMINACIÓN DE UNA SUCESIÓN 


Una sucesión puede estar determinada por el término general o por una ley de 
recurrencia. 


(a) Por el término General 


n 
Ejemplo: Escribir la sucesión cuyo término general es: f (m) = F= 
Resolución: 
Basta hacer n = 1, 2,3, 4,.......... y se tendrá: 
1 
Para: n=1;  eltérmino de la sucesiónes:  f,= A 


2 

Y 
S : AA “o. . PSA | 8 
Para: n=2;  eltérmino de la sucesiónes: ff, === 5 
Para: n=3;  eltérmino de la sucesiónes: f,= — 


Para: n=4;  eltérmino dela sucesiónes: f =Y=1_-£0 


Luego, los términos de la sucesión son: 


a Por una Ley de Recurrencia: 
Que permite obtener un término a partir de otros anteriores. 


Ejemplo: Escribir la sucesión cuyo primer término es 2, sabiendo que cada 
término siguiente es el cuadrado de! anterior. 


Resolución: 


F|=2,f,=2=4,f,=8 =16, f,= 102 =258 , oocooooocccono 


Luego, los términos de la sucesión son: 


2, 4, 16, 256, 


EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE 
SUCESION 


Resolución: 


2 2 2 2 
2 3 4 
2 DT Pa 3 
FW 240 SS PARAR AA 


La sucesión puede escribir asi: 


Como se observará todos los términos de la sucesión son fracciones cuyos numerado- 
res son siempre cuadrados perfectos y cuyos denominadores son una unidad más que 
el númerador correspondiente. Se ve, además, que la, base de cada cuadrado coincide 
con el lugar que ocupa cada término de la sucesión. 

2 2 2 2 


2 
Luego: sl , = : E ; S o cm 


121 241 351 121 ni +4 


Ejerciciof): Escribe el término general de la sucesión: q = , z . + > PAE 


Resolución: 
1 2 3 as 
La sucesión puede escribirse asi: TP FP BEBA A 


Como se observará todos los términos de la sucesión son fracciones cuyos denomina- 
dores se diferencian de los numeradores en 3 unidades. 


1 2 3 4 n 


Hue: 143 "243 "343 443 ' “OU CUCA +3 


Ejercicio): El término general de una sucesión es: 2n?- 18 


TO HWanuel Coveñas he D 
a) Escribe el término de lugar 13 y el de lugar 21. 
b) ¿Es nulo algún término de esta sucesión? 


Resolución: 


a) Para hallar el término de lugar 13, reemplazamos el valor de n = 13, en la expre- 
sión: 2n? - 18, obteniendo: 


S,¿ = 2(13? - 18 = 2(169) - 18 = 338 - 18 = 320 
AAA NN] 


* De igual manera, para hallar el término de lugar 21, reemplazamos el valor de 
n = 21, en la expresión: 2n? - 18, obteniendo. 


o = 2(21)? - 18 = 2(441) - 18 = 882 - 18 = 864 


b) Para determinar si existe algún término Nulo se establece la ecuación: 


2n?-18=0 > 2n2-=18 


nr? =9 De donde: =+1VY9 > MES: 


Por lo tanto, el término que se anula es el tercero ya que n = 3, veamos: 


Para: n=1; el término de la sucesión es: 2(1? - 18=-16 
Para: n=2; el término de la sucesión es: 2(2Y - 18=-10 


Para: m=3; eltérmino de la sucesión es: 2(3)? - 18 = 0 (Se anula) 


Ejercicio >: Hallar el término general de la sucesión: +, = » A 
E. ii AOS 2 | 


y calcular el término de lugar 20. 


Resolución: 
2 2 2 
2 3 4 


2 2 2 2 : 
1+3 2+3 3 +3 4 +3 


La sucesión puede escribirse así: 


Como se observará todos los términos de la sucesión son fracciones, cuyos numerado- 
res son cuadrados perfectos y cuyos denominadores son 3 unidades más que sus 
numeradores respectivos. 

2 2 2 2 

1 2 3 4 n 
2 EZ a 2 2 
1+3 2+3 3 +3 4 +3 n +3 


2 


Luego: 


Donde, el término general o n - ésimo es: 
n +3 


Ahora, calculamos el término de lugar 20, veamos: 


2 2 
Para: n=20 > E ==. 2 


Resolución: 


2 
Divicao cada término de la fracción: 3n_-1 ; 


siendo este n?. 


Luego: 


HERAS 


ARÁRAD AI AA 


Ejercicio m : Las siguientes sucesio- | Ejercicio lal: 
nes están definidas por su término gene- Hallar el término general de la su- 
ral o n - ésimo. Hallar en cada caso los 6 cesión: 2/5 ; 4/7 ;6/9;8/11; 
primeros términos. calcular el término de lugar 100. 
(20+3)=(5;7;9;11;13;15) Resolución: 
(5-3n]= 
(4n+1)= 
f1-5n)= 


n+1 

( n+3S— Hallar el término general de la su- 
3-n1 _ cesión: 1x4,3x6,5x8;7x10; 9 
6 + 2 a y calcular el término de 


n 
[ 3 ) > Resolución: 
n +1 


- - a 
ni E 


(21) = 


la" -1J= 


b) Hallar el término de lugar 18 de la 
sucesión: -2/7 ; -5/8; -8/9 ; -11/10; 
Resolución: 


ja ma n= 


ES 


Ejercicio 5! E Ejercicio[7| : Aplica límites y determina 
a) El término general de una sucesión | si cada sucesión es convergente o es 
es: 3n? - 12 divergente, en caso que fuese conver- 
I) Escribe el término de lugar 15 y el de | gente, halla el número de convergencia. 
lugar 20. 
1) ¿Es nulo algún término de esta suce- | a) 
sión? 
Resolución: 
b) 


b) El término general de una sucesión 
es: 2n* - 250. 

Il) Escribe el término de lugar 12 y el ter- 
mino de lugar 21. 

11) ¿Es nulo algún término de esta suce- 
sión? 

Resolución: 


mina la convergencia o divergencia de la 
sucesión correspondiente: 


ly 
sojsandsay ap 240]:) 


RENE AB mp PR] 
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1.5.1 PROGRESIÓN ARITMÉTICA (P.A) 


Es una sucesión de números que se caracteriza por ser cualquier término de ella 
excepto el primero, igual al anterior aumentada en una cantidad constante llama- 
da Razón de la progresión. También se le denomina progresión por diferencia. 


Ejemplo : La sucesión: 3, 7, 11, 15, ............ es una progresión aritmética 
cuya razón €s 4. 


* — Larazón se halla restando el 22 menos el 1%; 39 menos el 2%; 4% menos 3" y así 
sucesivamente veamos: 


Sucesión: 3, 7,11, 15%, ......... 
UN NY 
Razón=7-3=11-7=15-11=4 (Diferencia Común) 


Ejemplo :Lasucesión: 8, 4, 0, 4, moocococon.. es una progresión aritmética cuya 
razón es -4. Veamos: 


Sucesión: 8,4,0,4, cococconiocnnos 
MINI 


Razón=4-8=0-4=-4-0=-4 (Diferencia Común) 


Observación: 


La Progresión Aritmética se suele representar de la forma siguiente: 


E A opos par, 1Ó támbien: 


> 


1.5.2 CLASES DE PROGRESIONES: Hay 2 clases de progresiones: 


* Progresión Aritmética Creciente, si: 
** Progresión Aritmética Decreciente, si: 


Forma Abstracta de Obtener la Fórmula del Término n-ésimo: 


- De acuerdo a la definición de Progresión Aritmética se obtienen las siguientes 
igualdades: 


A ; pues hay (n - 1) igualdades porque 
a se empieza por a, y termina en a, 


. 2 M.A.M: |a, =a, + (n- 1)r 2) 


Portanto: Un término cualquiera de una progresión aritmé- 


tica se obtiene sumando a su primer término el producto de 
la razón por el número de términos que le preceden. 


Ejemplo %: Hallar el término 15 de la progresión: ATA, les 
Resolución: 
La razón de la progresión es 4. Aplicando la fórmula (1). 
a, =3,+(n-1)r; donde: a,=7;n=15;r=4 
33305 n 
Luego: a5=7+(15-1)x4 > aj=7+14x4 > .. 
EXA 
Respuesta: CEntérm LEnéreino OBS Udataon a paras de logar 15.en la progresión es 63. es 63: 
Ejemplo (2): Se sabe que en una progresión aritmética el término que ocupa el lugar 
12 es 24 y que la razón es 2. Hallar el primer término de la progresión. 
Resolución: 
Los datos son: a,,=24;r=2: incógnita: a, = ? 


Aplicando la fórmula (1); — a,=a,+(n-1)r ; se obtiene: 


ajp=a,/+(12-1)xr > 24=a,+11x2 > .. 
Respuesta: NELprimortérminouela progresión ss Elpámertérmino.deJa Progr 


Ejemplo(B): Se sabe que en una progresión aritmética el término que ocupa el lugar 
18 es 16 y el término que ocupa el lugar 30 es 48. Hallar la razón de la progresión. 


Resolución: 


Los datos son: ajy=16; az) = 48; incógnita: r =? 


ETT ATAR 


Aplicando la fórmula 1: ¡+ se obtiene: 
Para el término 18: a,y=a,+(18-1)xr => 16=a,+17r  ...(l) 
Para el término 30: a, =a,+(30-1)xr => 48=a, + 29r .--(11) 
De las ecuaciones: CA A (11) 

: l6=a/ +17 mo (1 

Restamos M.A.M: 32 =12r 
Es > 5 
De'donde: "=== 
= Add 


Respuesta: 


Ejemplo (a): Se desea saber el número de múltiplos de 5 que hay entre 9 y 308. 
Resolución: 


De acuerdo al enunciado, la progresión aritmética, tiene ta siguiente forma: 


A a, ($03) 


(Progresión Aritmética) 


12 Se halla el primer término de la progresión, siendo este múltiplo de 5 y mayor que 
9, entonces el valor que tomaría a, es 10 ya que es el más cercano al 9 y es 


múltiplo de 5. po 
Entonces: Fa, =10] 


22 Sabemos que los múltiplos de 5 aumentan de 5 en 5, siendo la razón de la 
progresión 5; 


3%  Hallamos el n-ésimo término, es decir el múltiplo de 5 menor que 308, siendo el 
más cercano el número 305, pues 305 si es múltiplo de 5, entonces: 


42 Ahora hallamos el lugar que ocupa el número 305 en la progresión, veamos: 


De la fórmula (1): la,=3,+(n-1)xr | A 


305 = YO + (n - 1) x 2” ; sacamos quinta a cada término 


61= 2+(n-1) 


59=n-1> .. [m=80 


Respuesta: 


Ejemplo 6): Se sabe que en una progresión aritmética el término que ocupa el lugar 
3 es -7 y que la razón es 7. Se desea saber cuál es el noveno término de la progresión. 


Resolución: 
Los datos son: az=-7;r=7; Incognita: a, = ? 


* Dela fórmula (1): a,=3,+(n-1)xr 
ay=a,+(3-1)x7 > 7=a,+14 [eN 


Luego, calculamos el término noveno, aplicando la misma fórmula 1: 


335 a 
ay=-21+(9-1)x7 —= ay=-21 +56 po lay =95| 
R e NEL eno (8 AAN ON 
espuesta: tém N 


Ejemplo (6): ¿ Cuántos números impares hay desde 19 hasta 271 ? 


<S: 


Resolución: 
De acuerdo al enunciado, la progresión aritmética tiene la siguiente forma: 


: Observación: 


L 


Ahora decimos que la razón es 2, ya que el problema nos habla de números 
impares y sabemos que los números impares consecutivos se diterencian en 2 
unidades (r = 2). 


De la fórmula (1): a,=9,+(n-1)x r 


De donde: Fo a + 
19+(n-1)x2 => 271-19=(n-1)x 2 


252=(n-1)x 2 > 126=n-1 > .. <e 


RENE RAEUAAAAARARAARARA ARRAY 


Respuesta: PLosrúmers + S 19 hasta 2 


arés que hay desde-1 
Ejemplo D: En la siguiente progresión aritmética: 


AAA 


+ (1-4) (a=1) (at 2 , hay 41 términos. 
Hallar el último término: 
A)a + 41 B)a+611 C)a+116 Dja+120 Eja+210 
Resolución: 


En primer lugar, calculamos la razón de dicha progresión, restando el 2* término me- 
nos el 1? término: r = (a - 1) - (a- 4) > 


a, = (a - 4) 


n = 41 términos 


De donde: a, = (a - 4) + (41 -1)x3 


R sta: Derio we > término del érmino de la progresión ; Se des pd US , 
«€ siendo la S SS SS SS lalea le), 


Ejemplo (8) La suma de los dos primeros términos de una progresión aritmética es 
la solución de la ecuación: x? + 6x - 55 = 0, siendo el quinto término 13; hallar la razón: 


A)4 B)3 C)5 D)6 E)7 


Además sabemos que: | 


— 


Resolución: 


- En primer lugar, hallamos la solución positiva de la ecuación: x? + 6x - 55 = 0, 
resolviendo dicha ecuación, obtenemos: 


xXx +6x-55=0 
+11 


a -5 | Donde: (x + 11)(x-5) =0 ;igualamos cada factor a cero. 


Y  x+11=0 > y 


ii) 


De las dos soluciones (Valores que toma *x"), sólo tomamos el positivo o sea: x=5 
- — En segundo lugar, representamos la progresión aritmética asi: 
a, (a+), (a+ 21), (A+ 31), (A+ A)ocoooonccoconicncnaoo 


Delenunciado: *) a+(a+r=5 >  Za+r=5B ....... (0) 
*)  a+4r=13 3 a=13-4r......... (P) 


Reemplazamos (PB) en (a): 


2(13-4r)+r=5 
26-Br+1=5 > 21=71 > .. re Rpta: B 


En la fórmula del término n-ésimo que reproducimos aquí: 


sw... (1) , intervienen cuatro números: 


a, = último término; 


a, = primer término; 


n = número de términos y 


r = razón o diferencia común 


Y es claro que, conocidos tres de ellos, se puede hallar el cuarto; por ejemplo: 


Ñ a a 
(n-1) =% 3 , de donde: n=1+—— a (3) 


y finalmente, ES cadera (4) 


Las fórmulas (1), (2), (3) y (4) permiten resolver los problemas en los que se dan los 
valores de las letras que figuran en sus segundos miembros y nos piden hallar la letra 
del primer miembro; en seguida daremos ejemplos y ejercicios: pero la más importante 
entre estas fórmulas esla (4), que nos permite resolver el problema de la “Interpolación 
de Medios Diferenciales”. Expliquemos en qué consiste esto. 


“Dados dos números, nos pueden pedir que intercalemos entre ellos otros varios, de 
“manera que todos formen una progresión aritmética; a esta operación se le llama 
“Interpolación de Medios Diferenciales”. 


El problema de la Interpolación de Medios Diferenciales (o medios aritméticos como 
también se les llama) se resuelve simplemente aplicando la fórmula (4); pues una vez 
conocida la diferencia, “r”, basta ir sumándola sucesivamente para ir obteniendo los 
términos que forman la progresión. 


Ejemplo(1): Interpolar 4 medios diferenciales (o aritméticos) entre los números 3 y 28. 


Resolución: 
En este caso, a,=3 (Primer término de la progresión) 
e pues hay que contar los dos términos dados, que se ) 
n= 6 Términos || llaman extremos, y los 4 que piden intercalar. 

Además: a¿=28 (último término de la progresión) 

Aplicando la fórmula (4):  r = a! , setiene: 

(n - 1) 
r - Hi 2 83 
6-1 5 


Conocido la razón, r = 5, la 

progresión aritmética se 

forma inmediatamente, par- 

tiendo de “a,” y de *””, vea- De donde: 
mos: 


Luego, los cuatro medios aritméticos pedidos son los que se ven entre los 
extremos dados 3 y 28. 


Ejemplo E): Interpolar 3 medios aritméticos entre 4 y 44. 


Resolución: 


En este caso: a,=4 (Primer término de la progresión) 


n = 5 Términos pues se han contado los términos extremos ) 
más los 3 términos que nos piden intercalar. 


a,=44 (último término de la progresión) 


De la fórmula (4): r=Í 9 ME A 
n-1 5-1 4 


Conocida la razón, r = 10, la 

progresión aritmética se for- Medios Aritméticos 

ma inmediatamente, partien- De donde: 

do de “a,” y de “r”, veamos: O 14, 24, 34, (as) 
NA NA na 


+10 +10 +10 +10 


Respuesta: [Los 3 medios aritméticos entre 4 y 44.500: 14, 24 y. 34: 


Ejemplo (E: Interpolar 3 medios aritméticos entre los números -10 y 10. 
Resolución: 
En este caso:  a,=-10 (Primer término de la progresión) 


n= emos Los 3 términos que son Medios Arit- ) 


méticos más los extremos. 
a¿=10 (último término de la progresión) 


Aplicando la fórmula (4): r=*="*%  setiene: 


A 


( Medios Aritméticos 


Conocida la razón r = 5, la 
progresión aritmética se for- De donde: 
ma inmediatamente, partien- 


do de “a,” y de “rf”, veamos: 
+5 +15 +5 +85 


NAAA AAA AR AUTO 


Respuesta: R Los Sar Cos Smedios añ aritméticos entre 10) / 10500: AN 


Ejemplo (4): Interpolar 8 medios diferenciales (o aritméticos) entre a y (a + 9b) 
Resolución: 


En este caso: aj¡=a ; n=10 ; a,y=(a+09b) 


Aplicando la fórmula (4): rr = 3 = ; se tiene: 
n - 


La progresión aritmética es la siguiente: 


a, (a, +1), (a, + 21), (a, +31), (A, + 4T),...........- , (a, + 8r), (a, + 9r) 


Medios Aritméticos 
Luego: a, (a +b), (a + 2b), (a + 3b), (a + 4b), (a + 5b), (a + 6b), (a + 7b), (a + 8b), (a + 9b) 


555555 


> SS o 
a 8 SIS 8h) 


jos a 


NS SS SSSSS$ 
-2b), q 


“Y 


Respuesta: 


Ejemplo (5): Cuando sólo se pide interpolar un medio aritmético entre dos números 
recibe el nombre de Media Antmética de los dos números: 


Resolución: 
Sean: a y b los números entre lo que queremos interpolar la media aritmética; 
En este caso:  a,=a ; n=3 (términos) ; a,=b 


Aplicando la fórmula (4): r =— 1 : setiene: 


La progresión seria:  a,, (a, + r), (a, + 2r) 


Luego: a (a +b-3] la + | 
(e 


ARENA UN 
es > yy 2 > 


Se cuenta que, siendo niño GAUSS con € años de edad su maestro propuso, el 
siguiente problema en la clase: "Sumar los primeros 100 números naturales” osea, 
obtener la suma: 1+2+3+4+......... + 100; y cuál no sería la sorpresa del profesor 
cuando GAUSS se levantó a los pocos segundos con la suma correctamente calculada. 


Desconcertado el maestro le preguntó: “¿ Cómo lo has hecho tan rápido ?", a lo 
que el niño contestó: “Muy fácil, me di cuenta de que el primero y el último suman igual 
que el segundo y el penúltimo, e igual que el tercero y el antepenúltimo, etc. Entonces 
sumé el primero y el último, 1 + 100 = 101 y multiplique por 50 que son los pares de 2 
términos) que suman igual que los extremos”; así obtuvo 50 x 101 = 5 050. 


Este niño genial había descubierto el artificio que permite sumar una progresión 
aritmética cualquiera, pues en efecto, en cualquier progresión aritmética se cumple que: 


Sea: La progresión aritmética: 


3,9, 15, 21, 27, 33, 39 
AAA 
(Equidistantes) 


(Equidistantes) 


(Extremos) 


Ejemplo EN : En la progresión: 2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, la suma de los extremos es 
(2 + 20 = 22); la suma del segundo y del penúltimo término es (5 + 17 = 22), etc. medita 
cómo se cumple la explicación general que se ha dado. 
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Ejemplo fa] : Enlaprogresión: -13, -9, -5, -1,3,7, 11, 15, 19; la suma de los extremos 
es (-13 + 19= 6); la suma del segundo y del penúltimo término es (-9 + 15 = 6); la suma 
del tercero y el antepenúltimo es (-5 + 11 = 6), etc. 


Ejemplo EJE Demostrar que en una progresión aritmética de un número impar de 
términos, el término central es la semisuma de los extremos. 


Resolución: 


Si: a, y a, son los términos extremos y a,, el término central, se tiene el siguiente 
esquema: 


"K" Términos  “K" Términos 
La progresión aritmética anterior se puede considerar integrado por dos progresiones 
también aritméticas. 


. En la primera progresión, cuyos extremos son: a, y a, se verifica aplicando la 
fórmula (1): ja, =a, + (n- 1)r 


De donde: a¿=a,+(k-1)r --(1) 
. En la segunda progresión, cuyos extremos son: a, y a,, se verifica aplicando la 
fórmula (1): 
De donde: a,=2,¿+(k-1)r .-(11) 
De las igualdades: | a¿=9,+(k-1)r .--(1) 
a, =3,¿+(k-1)r .--(11) 


Restamos: M.A.M: a,-a,=a,- 2, 


( Fórmula para hallar el 


2a,=8,+9, > -- término central 


Ejemplo la): Dada la progresión aritmética: + -8, -4, O, 4, 8, 12, 16, 20, 24; hallar el 
término central. 


Resolución: 


A, a, = -8 (Primer término) 
Aplicando ta fórmula: a, =— 5 ” ; donde: 


a, = 24 (último término) 


Sea la progresión aritmética +2y, Ay, Aggereccccnnaconnonos ,a 


Que se puede escribir en orden inverso, asi: 


Sumando miembro a miembro las dos igualdades anteriores, obtenemos: 


Los términos entre paréntesis son equidistantes, por tanto: 


(074 8,) (09409) = =(a, +2) (6,4 8)] 


Luego: 


De donde: 25, =n (a, +a,) 


Ss o ; 3 0 (Fórmula 5) 


E RE e EL 
e 


> Estimado Alumno para su mejor compresión, explicaré con un ejemplo aplicando 
la fórmula (5). Veamos: 


Sea la progresión aritmética: +3, 5, 7, 9, 11, 13 
Donde: S, =3+5+ 749411413 cocino 0) 


-_ A _ _  _—————— 


(Hay 6 términos) 


Escribiendo en orden inverso, se tiene: 


S, =13 +11 49474543 ccoo. (1) 


(Hay 6 términos) 


Sumamos miembro a miembro las igualdades (I) y (I!): 


2S, =(3+ 13) +(5+11)+(7+9)+(9+7)+(11 +5) + (13 + 3) 
CA A A E 


(Hay 6 términos) 


Por términos equidistantes: 
(S5+11)=(7+9)=(9+7) + (11 +5) + (13 + 3) = ((S4:19)] 
Luego: 2S, = (3 + 13) + (3 + 13) + (3 + 13) + (3 + 13) + (3 + 13) + (3 + 13) 


E SS 
2S, =6(3+ 13) > Ss, =- (213.6 >. Saus 


Ejemplo 0) : Hallar la suma 2 ve veinte primeros términos de la progresión: 
A 


Resolución: 


Aplicando la fórmula (1): 


Donde: a,=6; n=20; r=9-6=12-9=15-12=3 


Reemplazando valores en la fórmula (1), obtenemos: 


Ay =6+(20-1)x3 => 


Y mediante la fórmula (5): |S = Pp) xn 


Donde: a¡=6; n=20: A, = Ay = 63 


Reemplazando valores en la fórmula (5); obtenemos: 


Respuesta: ¡La uma. A primeros t términos. dela pr 


ZL Matemática WE ea E [ETE] 


Ejemplo E): ¿Cuántos términos hay que tomar en la progresión aritmética: 1, 5, 9,.. 
para que la suma sea 7807 


Resolución: 
De la progresión: +1, 5, 9,. 
ANS 


Razón: r=5-1=9-5=4 > [r=4 


Si a, es el último término de la progresión y n el número de términos, aplicando las 
fórmulas (1) y (5) se obtiene el sistema de ecuaciones: 


a,=3,+(n-1)r > 2 =TP+(N-1)x4 o... (1) 


S. =P a) TS en e (1) 


Sustituyendo el valor de “a,” de la ecuación (1) en la ecuación (11), obtenemos: 


A 


780 kl 5 


2(2n - xn 


án-2 
780 (22) um > 780 = 2 


780 =2n?- n ; esta ecuación se puede escribir de la siguiente manera: 


2n? -n-780=0 ; factorizamos por el método del aspa 


a 


2n de ps | De donde: (2n +39)(n- 20) =0 Igualamos cada factor acero: 


a  2n+39=0 > 


li)  n-20=0 a 


De los dos valores que toma "n” sólo se tomará el valor positivo puesto que el número 
de términos no puede ser negativo, entonces: n = 20. 


AA RANA Na SS TE NAAA AAN] 
“El número de: r enla progresión: 


os que hay que es 20. 


Respuesta: |. El numero de términos que hay e 
Ejemplo 3) : Hallar la suma de una progresión de 12 términos que: a, = 24 y a, = 66. 


Resolución: 


Sea: la progresión aritmética de 12 términos: 


Vitanet Coveñas Haguiche 


a, (a+r), (a+ 2M)............. Nc . (a+ 111) 
Del Enunciado: i) a4=24> (a+r2r)=24  .... (1) 
)  a,=66>(a+9)=66 — ....... (2) 
De las ecuaciones: (2) y (1): a + 9r= 66 
a+2r=24 
Restamos M.A.M: 711=42 > r= A > oz r=6 


Reemplazamos el valor de r = 6; en la ecuación (1): 


a+2r=24 > a+2(6)=24 > [a=12 )> y 


Ahora, calculamos el término doce, o sea: 212 = ?; siendo este: 


ajp=a+1r ; reemplazando valores obtenemos: 


ap=12+11(6) > ay=78 > ¡2.=78 | 


Luego, calculamos la suma de los términos de la progresión: 


a, +8 a 
S = 1 3 ») xn : reemplazando valores se tiene: 
n 


S. la 12 20)» a Sy =540 | 


* 


En el problema anterior puede aplicarse esta última fórmula asi: 
a,=a=12 
S = (pn-05) xn o; siendo: 4 n= 12 términos 
ño 2 r=6 


e 


2x12 + AM 
2 
EXI 


(aja 90x6= 540 > 


Luego: ÉS 2" *l 


Ejemplo (a) : Hallar la suma de los números impares comprendidos entre 21 y 157. 
Resolución: 


De acuerdo al enunciado, de progresión aritmética tiene la siguiente forma: 


, 155, 457) 


r=2 


De la progresión decimos que la razón es 2; ya que el problema nos habla de números 
impares y sabemos que los números impares consecutivos se diferencian en 2 unidades 
(r = 2). 


Ahora, calculamos el número de términos osea el valor de “n”, aplicando la fórmula (1): 
a, =2,+(n-1)r ; siendo: a,=155; a,=23; r=2 


Reemplazamos dichos valores en la fórmula (1): 


155 = 23 + (n - 1)x2 
132=(n-1)x2 >  6Eb=n-1 > 


Calculamos la suma de los números términos de la progresión: 


Ff de términos: n=67 


De la fórmula (5). S= pa =2)x n Bz + 155) x 67 


S =(178)x67 = 80x67 = 5963 > - [S=5963 | 


Respuesta: La suma de tos número ido 9s entre 21 y 157 095 9 157 295963. 


Ejemplo (5): Nataly empieza ahorrando 25 soles y cada mes aumenta 10 soles a sus 
ahorros. ¿Cuánto ahorrará al cabo de 1 año? 


Bol id cis Tagua? 


Resolución: 
De acuerdo al enunciado, se forma la s.guiente progresión aritmética: 
E 25 O 
nas na 


r=10 


Como cada término representa lo que ahorra cada mes, en total tendriamos n = 12 
términos en la progresión ya que el año tiene 12 meses. 


De donde: 25:35:45 55: 
MA MAN E 
5 r=10 o 
a, a 
De la fórmula (1): a, =3,+(n-1)r ; obtenemos: 


a2=25+(12-1)x 10 > -. (8122135) 


Luego, hallamos la suma de los 12 términos que es lo que ahorra en 1 año. 


De la fórmula (5): | S a 1 ; obtenemos: 


= (Aa 222) y 12 (2199) 42 
2 2 


12 


Respuesta: 
Ejemplo (6): Una progresión aritmética tiene 15 términos y sutérmino central vale 5. 
¿Cuánto vale la suma de los 15 términos? 

Resolución: 


La progresión aritmética de 15 términos, se representará de la siguiente manera: 


A A A A y A ; (a, + 141) 
Término (ers pu ) 15" término 
- Ce t l e€rmino 


a 1 e 
Término Central =*+*" =8” término 


Hatemática 


Del enunciado: Término Central: (a, +7r)=5 ......... (1) 


De la fórmula (5): |S, a a O RRA 


S (2: + as _A a, + 71)x15 
15 E 229 
S,¿=15(a, +71) ooo... (2) 


Reemplazamos (1) en (2): S,¿ = 15(5) = 75 


OR 


Respuesta: —Lasumadelo 


Ejemplo T; ¿ Cuál es el número de campanadas que da un reloj en una semana, si 
sólo marca las horas ? 


Resolución: 


Para su mejor entendimiento, representamos el medio día (12 horas) mediante el si- 
guiente gráfico: 


Observación: 


Ahora, hallamos el número total de campanadas que da el reloj en medio día. Veamos: 


De la fórmula (5): 


Ss 8%) xm SS S, (0 te 22) x12 


(1 +1 = pd 
S, zoe ico «¡REGA 


Si en medio día el reloj da 78 campanadas en 1 día dará: 2 x78 = 156 campanadas. 


En 1 semana = 7 días ; el reloj dará: 7 x 156 = 1 092 campanadas. 


Resolución: 
a)  Lasucesión: 12, 7,2, -3, Bi... sí es una progresión aritmética, ya que la 
diferencia entre términos consecutivos es constante, veamos: 
VALS DE <A NE 
NANA NANA 
r=5 


b) 


c) 


d) 


* Como se observará la razón "r" es constante. 


Lasucesión: 1,1, 1, Troonncnniononcnos. no es una progresión aritmética, ya que la 
diferencia entre términos consecutivos no es común. 
va 


r=2 pe r=-2 La razón es +2 
* Como se observará la razón "r" no es constante. 


La sucesión: X, E , 2x = A cto sí es una progresión aritmética, 


ya que la diferencia entre términos consecutivos es constante, veamos: 


La sucesión: 35 mt E a E = o AS e sí es una progresión aritmética, 


ya que la diferencia entre términos consecutivos es común, veamos: 


Serie Aritmética.- Sea la progresión aritmética: 4,9, 14, 19, 24, 29 


La suma indicada: 4 + 9 + 14 + 19 + 24 + 29, se llama Serie Aritmética. 


Osea: 


Sumatorias: Si n es un número a 


entero positivo y A,, Ay Ags ......... .2n yz a, =9a,+a,+a,+ 
son números reales, entonces: k=1 


n 
y a, ;se lee "Sumatoria de a,, desde k = 1 hasta k =n" 


k-1 


n 
Por Ejemplo: Y k=1+ 24+3+ 4+ 5+ 
k=1 


. Serie Finita.- La sene es finita cuando tiene un número limitado de términos: 


Ejemplo: La expresión: 4 + 7 + 10 + 13 + 16 es una senie finita que tiene cinco 
términos. 


n 


Notación: De a, para una serie finita de n términos. 


k=1 


6 
Ejemplo [1] : Escribir la serie finita: D(k + 3) 
k=1 
Resolución: 


Para obtener los términos de la serie, sustituimos la sucesión de valores 1, 2, 3, 
4, 5 y 6 en vez de k en el término general (k + 3), veamos: 
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6 
Y (k + 3) =(1 +3) + (2 + 3) + (3 + 3) + (4 + 3) + (5 + 3) + (6 + 3) 
k=1 


= 4+5+6+7+8+9 


6 
Y (k +3) =4+5+6+7+8+9 
k=1 


5 
k 
Ejemplo [2] : Escribir la serie finita: 2,2 
k=2 
Resolución: 
Para obtener los términos de la serie sustituimos la sucesión de valores 2, 3, 4 y 5 de 


k 
k en el término general 2 . Veamos: 


E k 2 3 4 5 
$ 42D 42 48 
k=2 


=44+8+164+32 mm 


6 
Ejemplo (3); Escribir la serie finita: 2/K! 


k=1 
Resolución: 


Recuerda que el símbolo n! se lee: "Factorial de n"donde *"n* es un número entero no 
negativo. 


El factorial de "n" se le define como el producto de los “n” primeros números enteros 
positivos osea: 


Por convención: 0! =1 

Ejemplos sobre factorial de un número entero positivo: 
A IS T5G2903. 41=1x2x3x4 
IAL= 12 x 34 


Aplicando la definición de factorial en: 2K! ; obtenemos: 
k=1 


6 
Y k!=11+21+31+ 41451461 
k=1 


=1+2+6+24 + 120 + 720 


Ejemplo (a): Venfica el cumplimiento de cada fórmula siguiente para cuando: n= 5 


a) 7 (20:03 b) Yí2-1=n 


k= k=1 


Resolución: 

a) Te HETERO PEREA 
k=1 

TERESA . (550) 


1+8 +27 + 64 + 125= 


oO po 


225=(15% > ZO 


n=5 
b) Y (2k - D=(2x 1-1) +(2x2-D+(2x3-1) +(2x4-1)+(2x5-1=n 
k=1 


ON 


=1+3+5+7+9=n0? ; pero: n 


5 
=1+3+5+7+9 = 5? 


. Serie Finita.- La serie es infinita cuando tiene un número ilimitado de términos. 
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Notación: y a, ""» para una serie infinita. 
k=1 


Ejemplo 1): Escribe los cuatro primeros S( 2k — Dk 
términos de la serie infinita. 


k=1 


Resolución: 


Para obtener los términos de la serie, sustituimos la sucesión de valores 1, 2, 3, 4, 5, 
[e en vez de k en el término general (2k - 1)k, veamos: 


Y (2k - 1k =(2x 1 - 1)x1 +(2x2-1)x2+ (2x3 - 1)x3+ (2x4 - 1)x 4 + 
e =S1xX14BX2LEDIDE TA coccion 


=1+6+15+28 + 


Respuesta: Los cuatro primeros términos de la serie infinita son: 1 + 6+15+ 28. 
hh de za 0 


- =(,2 
Ejemplo : Escribe los seis primeros términos de la serie infinita. S( + 1) 


k=3 
Resolución: 


Para obtener los términos de la serie, sustituimos la sucesión de valores 3, 4, 5, 6, 7, 
o en vez de k en el término general (k? + 1), veamos: 


S(x + )=-(S +1 Ha D+ls +) +(6 +1) HF +0 +(84+1)+ 


k=3 


=104+174+264+374+50+65 + cocooooccnccncconoconcnnnno 


Respuesta: Los seis primeros términos de la serie infinita 
son: 10 + 17 +26 +37 + 50 + 65. 


Ejercicio EN : Probar cuáles de las si- 
guientes sucesiones son progresiones 
aritméticas. 


a)8;5;2;-1;-4; 
b)6;10;14;16;20; 
c) 4; 10/3; 11/2; 29/6; 


ayi al - 2081 ¿Ang 
a n 


Resolución: 


Ejercicio[2 : Hallar el término de lugar 
100 de la progresión aritmética: 
-2;,9;16;23; 


Resolución: 


Ejercicio [3] : Hallar el término de lu- 
gar 22 de la progresión aritmética: 
= -31; -26; -21;-16;... 


Resolución: 


EJERCICIOS Ne (5) EN 


TALLER DE 


Ejercicio [4] : Hallar el término de lu- 
gar 50 de la progresión aritmética: 
+ 3/4; 5/4 7/4, 9/4; ... 


Resolución: 


Ejercicio : En una progresión arit- 
mética el primer término es 3 y la razón 
es 4. Hallar el término que ocupa el lu- 
gar 22. 


Resolución: 


Ejercicio le. Interpolar cuatro medios 
aritméticos entre 1 y 36. 


Resolución: 
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Ejercicio lz): Interpolar 6 medios dife- 
renciales entre 8 y 50. 


Resolución: 


Ejercicio : Hallar el término a, de 
una progresión aritmética en la que: 
a,=7yr=-2. 


Resolución: 


Ejercicio [9]: Desarrollar las siguien- 
tes sumatorias o series aritméticas fini- 
tas. 


di 
a) Y (8k+2)= [3(1) +2]+[3(2)+2]+ 


[3(8)+2]+[3(4)+2] 
= 5+8+11+14 


5 
b) ES Ms 
K=2 


K=1 


7 
c) Y (5k-4) = 
K=3 


d) 


Ejercicio : Escribe los cinco pri- 
meros términos de las series infinitas: 


a) NS 1) = 
K=1 


b) Sk +3) 


K=1 


c) Y K(k+2) 


K=1 


Ejercicio : Probar que en toda 
progresión aritmética cada término es 
igual a la semisuma del que le precede 
y del que le sigue. 


Resolución: 


Ejercicio b2): Verifica el cumpllimiento 
de cada fórmula siguiente para cuando 
n=4. 


a) S 2n = n(n+1) 


- Je n(n+1)12n+1) 


WMFZ NIVEL 1 | 


: Hallar el término de lugar 


Ejercicio) 
120 de la progresión Aritmética: 


BBVA 
A)597 B)592 C)577 D)582 E) 587 


Ejercicio £) : Hallar el término de lugar 
26 de la progresión Aritmética: 
ac al 
363 
A) 79/3 B) 79/6 C) 80/6 
D) 80/3 E) 76/6 
Ejerciciofí) : Obtener el término a¿¿ en 
una progresión Aritmética; sabiendo que: 
a) =52 y r=-3 
A)1 B)4 C)7  D)10  E)13 


Ejercicio y Se sabe que en una 
progresión Aritmética el término que ocu- 
pa el lugar 12 es 42, la razón es 2. Hallar 
el primer término de dicha progresión. 


A)24 B)16 C)22 D)18 E)20 


Ejercicio ÍS : En una Progresión Aritméti- 
ca el término de lugar 40 es 59, el término 
de lugar 27 es 33. Hallar el primer término y 
la diferencia común en dicha progresión. 


A)-21 y2 
D) -19y 3 


B) -19y2 
E) -17y2 


C)-21 y 3 


Ejercicio é : ¿Cuántos números pares 
hay entre: 31 y 128? 


EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
PROGRESIONES ARITMETICAS 


A)45 B)46 C)47 D)48 E)49 
Ejerciciof) : Se desea saber el número 


de múltiplos de 4 que hay entre 10 y 116. 


A)26 B)27 C)28 D)29 E)30 
Ejercicio (Í : ¿Cuánto vale la suma de 
los 25 términos de una progresión Aritmé- 
tica cuyo primer término es 4 y cuya ra- 
zón es 10? 


A) 3 090 
D) 3 120 


B) 3100 
E) 3 130 


C)3110 


Ejercicio (): Una Progresión Aritmética 
de 30 términos tiene por primer término 
200 y por suma 5 130. ¿Cuánto valen la 
razón y su último término? 


A)-3y144 B)-2y140 C)-2y142 
D)-3y 142 E)-2 y 144 


Ejercicio f) : Hallar la suma de los 25 
térm 


primeros inos de la progresión Arit- 
mética: 
2 6 
515 15 
A) 109 B) 110 C)111 
D) 112 E) 113 
Ejercicio : Hallar la suma de los nú- 


meros impares desde 29 hasta 137. 


A) 4 565 
D) 4 702 


B) 4 594 
E) 4 428 


C) 4 536 


Ejercicio ($) : Hallar el número de tér- 
minos y fa suma de ellos, en una 


progresión Aritmética cuya razón es 3, su 
primer término es 6 y su último término 
123. 


A)39y2577  B)40y2580 
C)39y2580  D)41y2583 
E) 40 y 2 577 


Ejercicio $: En una progresión Arit- 
mética de 60 términos la diferencia común 
es igual a 5 y la suma de sus términos es 
9150. ¿Cuánto vale a, y a¿y? 


A)10y295 B)5y305  C)0Oy305 
D)5y300 E)Oy295 
Ejercicio : Sumar los 30 múltiplos de 


5 siguientes a 50. 


Ejercicio H: En la siguiente progresión 
Aritmética: 


06) (1) (x+ 4) (+9); ......, 


hay 37 términos. Hallar el último término. 


A) (x + 184) B) (x + 169) C) (x + 164) 
D) (x + 179) E) (x + 174) 


Ejercicio H: El mayor de tres números 
que forman una progresión Aritmética es 
el triple del menor. ¿Cuál es el mayor de 
estos tres números, sí su producto es 
1296? 

A)J15 B)J6 C)j18 DJ12  E)21 
Ejercicio Ó: Los términos extremos de 
una progresión Aritmética son 3 y 79, y la 
suma de todos ellos es 820. ¿Cuál es la 
razón de la Progresión y cuántos térmi- 
nos tiene? 


A)3825 B)3830 
D) 3840 E)3820 


C) 3 835 


Ejercicio p Una progresión Aritméti- 
ca tiene 33 Términos y su término centra! 
vale 8. ¿Cuánto vale la suma de los 33 
términos? 


A) 263 B)264 C)265 D)266 E) 267 


AA 


Clave de Respuesta ' 


A) 4 y 20 
D)4y21 


B) 5 y 20 
E)5 y 24 


C)3 y 20 


Ejercicio Ó: El menor ángulo de un 
exágono irregular (ángulos desiguales) es 
de 100% y los seis ángulos estan en 
Progresión Aritmética. ¿Cuánto vale el 
mayor de los ángulos? 


A) 100% B) 110% 
D) 130% E) 1400 


C) 1209 


Ejercicio Ó: La suma de los tres prime- 
ros términos de una progresión Aritméti- 
ca es la raíz positiva de la ecuación: x? - 
17x - 84 =0, siendo el sexto término 15. 
Hallar la razón. 


AJ6 B)5 Cj4  D)3 E)2 

Ejercicio Ó: Determinar el mayor de los 
5 primeros términos en una progresión 
Aritmética sabiendo que la suma de los 
tres últimos es igual al duplo de la de los 
tres primeros, y que la suma de estos 5 


términos es 90. 


A)18 B)24 C)30 D)6 


E) 12 


Ejercicio É) : ¿Cuánto vale la suma de 
todos los números de 3 cifras? 


A) 494 551 B) 493551 
D) 494579 E) 495 549 


C) 494 550 


Ejercicio (): Hallar la suma de todos los 
números de dos cifras que son múltiplos 
de 3. 


A) 1662 B) 1665 C) 1668 
D) 1671 E) 1674 
Ejercicio Ó ¿Cuántos términos hay 


que tomar en la progresión Aritmética: 


-2; 2; 6; 10; 14;....; para que la suma sea 
8 190. 


A)63 B)64 C)65 D)66  E)67 


Ejercicio 2 (2 y); (4x- 3y) ; (5y + 3x); 
son tres términos consecutivos de una 
progresión Aritmética. La relación entre 
«X» e «y» es: 


A)wy=1/3 B)xwy=2 C) y = 3 
Ejercicio : Si se sabe que: a; a? y 3a 


son los tres términos de una P.A., entonces 
la suma de los 10 primeros términos es: 


A)11+10a B)10a+11 
D) 55a E) 110a 


C) 111a 


Ejercicio (É) : Hallar el valor de c? en: 
= a; b; e; d; e; sí se sabe que: a+e =20 


A) 400 B)100 C)20 D)10 E)160 


Ejercicio : Las dimensiones de un 
paralelepibedo rectangular están en 
progresión Aritmética cuya suma de di- 


chas dimensiones es 30m; el volumen del 
paralelepipedo es de 640m?. ¿Cuánto 
miden las aristas? 


A)6;10;14 B)8;10;12 C)2;10;11 
D) 4; 10;16 E)2;8;14 


Ejercicio $: ¿Cuántos términos de la 

progresión Aritmética: 6 1. 4 1.2 o 
2 

Se deben tomar para que la suma sea 

-3967? 

A)22 B)23 C)24 D)25 E)26 

Ejercicio : En una progresión Arit- 

mética de ún número impar de términos 

(n). ¿Cuántos términos hay de lugar im- 

par y cuántos de lugar par? 


A)n; n-1 B)n-1;n+1 
Cc) n42'. n=1 D) n+1, n-1 
2 a 
E) n2n+1 
2 
Ejercicio : El primer término de una 


progresión Aritmética vale - 7, y la dife- 
rencia común es 4. Hallar el término a,, y 
la suma de los 34 primeros términos (S,4) 


A)125y2006  B)125 y 2002 

C) 126 y 2006 — D) 126 y 2002 

E) 124 y 2006 

Ejercicio : Averiguar las edades que 


tienen cuatro individuos sabiendo que for- 
man una progresión Aritmética creciente; 
que suma la edad del primero con la del 
cuarto 71 años y que multiplicando am- 
bas edades resulta 1078 (Dar como res- 
puesta la edad del mayor). 


A) 96 años 
D) 94 años 


B) 77 años 
E) 36 años 


C) 49 años 


Ejercicio $: En una Progresión Arit- 
m 


mética se ple que: 2 2 
a -a 
a,+a,+a, =6 0) 21 Sabiendo que la suma de los 
1 3 ES 2 2 S 
3 3 ES a —a 
a +a +a = 132... (1) 4 2 
1 2 3 


dos primeros términos es el doble de la 
Hallar la suma de los valores de «a,» que | suma de el primero y el tercero. 
cumple con las ecuaciones (1) y (11). 

Aj1 B)2 C)jO'— D)-1 E)3 
Ay2 B)3 C)4  D)7 E)9 
Ejercicio 19 : Si las medidas de los Clave de Respuestas y a 
lados de un triángulo rectángulo están en .= - h 
progresión Aritmética de razón (13/3) u la 
suma de los catetos es: 


A) 82/3u B) 64/3u C) 91/3u 
D) 30u E) 34/3u 


Ejercicio H: Dada la siguiente pro- 
gresión Aritrética: 


1.6.2 PROGRESIÓN GEOMÉTRICA (P.G) 


Es una sucesión de cantidades en la cual el primer término y la razón son dife- 
rentes de cero y además un término cualquiera excepto el primero es igual a su 
anterior multiplicado por una cantidad constante llamada razón. También se le 
denomina progresión por cociente. 

Ejemplo [TT]: La sucesión: 3, 12, 48, 12 sm..c.......o...o.. , es una progresión 
geométrica cuya razón es 4. 
* La razón se halla dividiendo el 2* entre el 19; 3* entre el 29; 4 entre 32 y así 
sucesivamente veamos: 


Sucesión. 3412.48 MOP icniiaccaióciaaos 


MOUMIONMIY 
Razón = 12 - 48 - 192 - 4 (Cociente común) 
3 12 48 
Ejemplo E]: La sucesión: 56, 28, 14, Trococoonicncnococonos , es una progresión 


geométrica cuya razón es 5 veamos: 


SS a AA AA 
MMM 


Observación: 


O<r<i1 | 


a,>0, Progresión Creciente 
a,<0, Progresión Decreciente 


a,>0, Progresión Creciente 
a,<0, Progresión Decreciente 


2 Ñ : 6 : a aa er snaiands z 5 
AA ay 1 
Donde: Z= > Inicio de la progresión geométrica (PG) 
a, > Primer término 
a, > Término enésimo 
r => Razón 


Forma Abstracta de obtener la fórmula del término N- ésimo 


Sea la progresión geométrica: = CAS A occacoo sal 


n 


Aplicando la definición de progresión geométrica a los sucesivos términos, puede 


escribirse asi: 


; pues hay (n - 1) igualdades porque se 
empieza por a, y termina en a,.. 


Multiplicamos miembro a miembro las igualdades y simplificando nos queda: 


HER coma 


Por tanto: El término n-ésimo de una progresión geométrica es igual al primero 


multiplicado por la razón elevada al número de términos que le anteceden. 


Ejemplo (m: Calcular el término 24 de la progresión geométrica: 
ALEA ir a 


Resolución: 


La razón de la progresión es: r = 3 y aplicando la fórmula (1) 


ATTAQUE AA RARA | 


Respuesta: El término 24 de la progresión es: 4x 22, 


Ejemplo |) : Enuna progresión geométrica, el término que ocupa el quinto lugar es 
48 y la razón es 2. Hallar el primer término de la progresión. 


Resolución: 


Los datos son: a¿=48 ; r=2 ; incógnita: a,=? 


Aplicando la fórmula (l): ; seobtiene: a¿=a, .1”1 >48=a,4 
o 
De donde: 48=a, .16 ss ja,=3) 


SRA AA AAA AAA 


Respuesta: ¿El primer término de la progresión es: es: 3. 


Ejemplo GQ: Enunaprogresión geométrica el término de sexto lugares 486 y el primer 
término es 2. Hallar la razón de la progresión. 
Resolución: 


Los datos son: a¿=486 ; a,=2 ; incógnita: r=? 


Aplicando la fórmula (1): |a,=a,.r”?|; se obtiene: a¿=a,.1* => 486=2.fP 


Respuesta: : La razón de la progresión es: 3. 


Ejemplo (a): Hallar el término de lugar 20 de la progresión geométrica: 


A IA 
ES 
Resolución: 
] ds 1/100 1/10 
-E lugar, calculamos la razón: r = = = [ r=10] 
n primer lugar, ulamo: razón: r = 111000 37100 10 


: qe 1 9 
- El primer término es 00 > Yu= 10 


Aplicando la fórmula (1): 8 obtenemos 


a=2,- 11 > ay=10*. (10)? 


Donde: ay 108. 1001088 30% 


Respuesta: —; El término de ua 20€s: 1 0%. 
Ejemplo(5 : Probar cuáles de las sucesiones son progresiones geométricas y cuáles no: 


c) 27, 45, 75, 125, 


x x+1 
WE 


Resolución: 


8 16 


4 , bs de 
a) Lasucesión: 2, FLAT miii: SÍes una progresión geométrica; ya 


que el cociente entre términos consecutivos es constante, veamos: 


PE O 
3 Pl 7 
X A aroma 16127. =:2 
e “e8” 3 
Razón = 4/3 - 2 = 8/9 - 2 
ón 2 3 Razon 3 
b)  Lasucesión: 12, 20, 50,............. ¿no AA e e A A 
es una progresión geométrica, ya 
que el cociente entre términos con- Razón = 2072 
secutivos no es constante, veamos: 
Razón = 20 - 5 
* Como se observará la razón "r" , e 
no es constante. 
c) Lasucesión: 27,45, 75, 125,......... : PUBS MO 
si es una progresión geométrica, ya O 
que el cociente entre términos con- Razón = 42£ = = 
secutivos es constante, veamos: Sd 
tab Razón -1E -3 
* Como se observará la razón 
“r” es constante. R -25- 5 
azón = Tar” 3 
d) La sucesión: Xx q +1 x+2 
a A Mas 
X ES AA x+1 á d 
Xx + 1 , , Xx » X » * MZ +2 uds 
.. PO % == 2 + 
no es una progresión geométrica, A 
ya que el cociente entre términos zx 
consecutivos no es constante, vea- ¡mp (+1) i 
An = XxX a Xd 
mos: Razón = -X "= z 
* Como se observará la razón Razón = 2 ES 1 
"r" no es constante. G + 3) 


Ejemplo(6): Construye tres progresiones geométricas con las condiciones siguientes: 


a) Que sea creciente, y el primer término valga 3. 
b) Que sea decreciente y el a; = -12 
c) Que sea oscilante, y el a, = -16. 


Resolución: 


a) Para que la P.G. sea creciente, cuyo primer término vale 3, la razón tiene que 
ser mayor que cero (r > 0) y el primer término mayor que cero (a, > 0), veamos: 


=L_ Matemática E3 ¿107 ' 


ES Estimado alumnotúpodnas ) 
5 a :a/r:a¡%:a:ajr* ; donde darle otro valor a "r* 


= 3:3.2:3.22:3,23:3,2 


b)  Paraquela P.G.sea decreciente, cuyotercertérmino vale-12 (a¿=-12) la razón 
tiene que ser mayor que uno (r > 1), y el primer término menor que cero 
(a, < 0), veamos: 
= a,:a,:a,:a¿ Ó también: 
Za, :ar:ar:ar:ar ; PorDato: | a¿= a,r?=-12 =-3 x 22 
ps pa 
Luego: 
2 -3:-3x2:-3x22:-3x23:-3x 24 
Sami] (.s. Decreciente) 
c) Para que la P.G. sea oscilante, cuyo quinto término vale 64 (a, = 64) la razón 
tiene que ser menor que cero (r < 0), veamos: 
Za,:a:az:a¿:az Ó también: 
Sa, :a rta *:a $7Tar,: “hacemos: (a, =4]y 
Luego: 2 4: 4(-2) : 4-2? : 4(-2)? : 4(-2) 


Fórmulas Derivadas de la del término N-ésimo 


Interpolación de Medios Geométricos: 


En la fórmula del término N-ésimo, que reproducimos aquí: 


intervienen cuatro números: a, a,, r y n; cono- 
* cidos 3 de ellos se puede determinar el cuarto: 


st 


El cálculo de "n” requiere de una operación nueva, que será estudiada en el 
capítulo de: Logaritmos. 


La fórmula (ill), permite resolver el problema de “La interpolación de medios 
geométricos”, es decir el problema consiste en intercalar entre dos números 


otros varios que formen progresión geométrica con ellos. 


Ejemplo [1 |: Interpolar 2 medios geométricos entre 3 y 81. 
) 


Resolución: 


En este caso el número de términos es 4, o sea [n=4 |(Los dos extremos dados y los 


dos medios geométricos que hay que intercalar) 


Aplicando la fórmula (1): 


Obtenemos: 


La progresión geométrica es: Za W,l cccccononacccncnonanoo Ap 3 Ó también: 


23:3x3:3x3?:3x33 


ELO 


[Medios Geométricos) 
YARIS TTOA OOOTEE ESUYOAARAA RA 

Respuesta: bos de dos m medios “geométricas. que. 1 hay entre 3 y. 87. om; 9: y 2R; 
Ejemplo la]: Interpolar 3 medios geométricos entre 1 y 16. 
Resolución: 
La progresión geométrica es de la forma: a, : a): ................ : A, O también: 

za, :ar:a ia: ñ (> 

De donde: 


2 Qar:ar: a: A (a) 


(Medios Geomeétricos) 


>. EN 


En este caso el número de términos es 5; osea [n= 5) (Los dos extremos dados y los 
ires medios geométricos que hay que intercalar). 


Aplicando la fórmula (111): 


Obt É 
ia r + =- 16 =+2, En 
F=-2] 


Hay 2 soluciones; siendo “r" números reales, que son las siguientes: 


“Cuando: [r=2 ); reemplazamos dicho valor en (0): 


(0) 1x2:1x22:1x2%:(6) 


[Et 2d 8 16 | (Progresión Geométrica Creciente) 
¿EABRESS |] 


RATA AA A] 


Respuesta: Los 3 medios “geométricos que hay entre 1 y 16: son: 2,4 y8 


UVA CELIAMAA AA SM dd, EEN 


*Cuando: F=-2]; reemplazamos dicho valor en (a): 


: 142): 162% : 1623 :(19) 


1: 2:4: -8: 16 [Progresión Geométrica Oscilante) 
—r_— 


CRA RASO Sua a AURA 


Respuesta: Los 3 medios geométricos que hay Se + > 16 son: -2, 4 y -8. 


A A a SANA a a IAN SAS 


Sean: a y b los números entre los que queremos interpolar la media geométrica; en 
este caso: a,=a ; n=3términos ; az=b, 


y aplicando la fórmula (111): ; obtenemos: 


10, Wanuel Coueñas Haquiche 2 
Luego la P.G. seria: = aansar lp) 


Reemplazamos el (0) en (B): 


La media geométrica de a y b es por tantoy/a.b , concluyendo que: La media 
geométrica de dos números es la raíz cuadrada de su producto. 


Ejemplo: Hallar la media geométrica de: 4 y 9. 


Resolución: 


Media geométrica = Va.b =V 14.9 =V/ 36 =[8] 


Respuesta: clar media geométrica de 4 y 9 est: y 


y A AR 


Ejemplo| 3; : En una progresión geométrica de 5 términos y razón igual a 2 el término 
quinto vale 48. ¿ Cuánto vale el primer término ? 


Resolución: 


Los datos son: n=5 ; r=2; a¿=48 ; incógnita: a,=? 


Aplicando la fórmula (II): 


a 
á E 5 _48_48 _ ” 
Obtenemos: ay = 7 Dd => m5 =3 a [a,=3] 


Respuesta: | cEn primer » término de dela: z progresión» vale 3 


DAA EOS ] 


* PRODUCTO DE LOS N-TÉRMINOS DE UNA PROGRESIÓN GEOMÉTRICA: 


El producto de los n términos de una progresión geométrica se obtiene aplicando 
una propiedad análoga a la que se aplicó para obtener la suma de los términos 
de la progresión aritmética; esta propiedad se enuncia así: 


ZL IHatemáte 4 a! 
En toda progresión geométrica el producto de dos términos equidistantes 
de los extremos es igual al producto de ls extremos. 


Ejemplo: Sea la P.G. = 2:6:18:54: 162: 486 


pa 
(Equidistantes) 


(Equidistantes) 


(Extremos) 


De donde: 18x54=6x162=2x 486 = 


La demostración se basa en el concepto mismo de progresión geométrica; veamos: 


(k + 1) Términos PARAR 
: Ink - : an-1 : a, 


=a,:a, 


En esta progresión se pueden considerar las progresiones parciales de extremos a, y 
a,, , y la progresión de extremos a, ., y a, siendo a,, , y a, términos equidistantes de 
los extremos en la progresión inicial. 


Aplicando la fórmula (1) a cada progresión parcial se obtiene: 


A 
a ere (B) 
a 
Dividiendo: E 
a, a n—tk 
De donde: E (Fórmula IV) 


* PRODUCTO DE TÉRMINOS DE UNA PROGRESIÓN GEOMÉTRICA 
Sea la progresión geométrica: Z a,: 2,43! .o.oooo.--.. 1 App! 8,122, 


Llamando £,, al producto de los n términos puede escnbirse: 


De las expresiones (8) y (6): 


A A Ay am. a 
PA Ar Ap pre o0.- ay 8, a, 
Multiplicamos: M.A.M: £,?= (a, .a,).(a,.a, ,).(23-2,.7)..--..... (a, ,-13)-(a,.,-27)-(a,-a,) 


Se observa que los términos de cada paréntesis son equidistantes de los extremos y, 
por lo tanto, puede utilizarse la fórmula (IV): 


f,?=(a,.a,).(a,-2,).(a,-2,)...........-.-- (a,.a,).(a,.a,).(a,-a,) 


(Hay "n" términos) 


A,?= (a, - a)” 


De donde: (Fórmula V) 


Es decir: El producto de los n términos de una progresión geométrica es igual a la raíz 


cuadrada del producto de los extremos elevado al número de términos. 


Ejemplo(1) : Calcular el producto de los seis 


primeros términos de la progresión geométrica: 2 2:6:18:............ 

Resolución: 

La razón de la progresión es: Tr= 5 = > =3 > [r=3| 

Aplicando la fórmula (1): [ar ajoss]; Donde: |a,=a¿=? 
n=6 y a, =2 


Obtenemos: —a¿=2.3%1 > a¿=2.3=2.243 >= .. | a= 486, 
Dn 
Por la fórmula (V);. — f, =xJ/(2,-2,)  ; Donde: js =2,a,=a,= 486 


y n=6 
Sl 3 
Obtenemos: A,= y (2x 486) =(972) mm A = (9729 
ECO A AAA Y a RARA AA AAA A A o 


s | 
bs : ' . a E - » A s 3. 
Respuesta: Ñ El producto de tos seis primeras términos de la progresión: es: (972%. 


Ejemplo (2 : Demostrar que en una progresión geométrica de un número impar de 
términos, el término central es la raíz cuadrada de los extremos. 


Resolución: 
“k” términos *k" términos 
Si: a, y a,, son términos extremos y a, 
es el término central, se tiene el siguien- tm» 
te esquema: =a, . nadana e : a, 


La progresión geométrica anterior se puede considerar integrada por dos progresiones 
también geométricas. 


. En la primera progresión, cuyos términos extremos son a, y a,, se verifica apli- 
cando la fórmula (1):¡ a, = a,.”* 


Donde: La a (a) 


. En la segunda progresión, de extremos a, y a, se tendrá: 


a, = ar sta (1) 
De las expresiones (a) y (b): a¿=a,5 
an = a el 
a c E 1 
Dividiendo: M.A.M: a , >» a%-a,a 
n Cc 


2 4 (Fórmula VI) 


Ejemplo (3) : Hallar el producto de los cinco términos de una progresión geométrica, 
si sabemos que el término central vale 4. 


Resolución: 


Sea la progresión geométrica: 


Pordato: ——- aróÉ=4 ccoo 


4 
Luego: A5= (a, xa y e 


fo=la, IIS cion (2) 


MA ama Coreñas Maquila D 
Reemplazamos (1) en (2): f£¿=(4)* = (229=2'% > -. 


SNA AE NBA 
Respuesta: ¿El producto de 8 1os cinen términos de la pr ogtesión es. ' 


Ss SUMA DE LOS TÉRMINOS DE UNA PROGRESIÓN GEOMÉTRICA: 


Sea la progresión geométrica: L 2,271 Aglcoccccccconnnos ya sal 
Llamando a a la suma de los "n" términos puede escribirse: 
S, E A E A E (0) 


multiplicamos los dos miembros de la igualdad (0), por la razón "r", se obtiene: 


S, 0 S 2/14 Ay A Ag caian +2 4 A a 


E E E 
Por la definición de progresión geométrica la última igualdad puede también 
escribirse así: 


AA AI cia ¡2dh,¡=3 21; a,=3, (1 


A EE HQ) q HORA DO cccnncnnnnnn (B) 


Restamos miembro a miembro las igualdades («) y (B): 


S,1=4+94+ q +2 +a+ a,r 
S, =2, +94 9Í4 Jlccnonns +aL+a/+al 


-M.A.M: Sr - S, =a,.r - a, ; factorizamos "S," en el primer miembro: 


S, (r-1)=a,5-a, > .. (Fórmula VII) 


Osea: 


La suma de los n términos de una progresión geométrica es una 
fracción cuyo numerador es la diferencia entre el producto del último 


término por la razón y el término primero; y cuyo denominador es la 
razón disminuida en uno. 


AP 


En la expresión anterior se puede sustituir el término n-ésimo en función del primero y 


la razón y así llegar a una fórmula que depende exclusivamete de a, y r. Es decir: 


; tendremos: 


S da ora, ¿A A 8 A, 
"0 n-t r-t ”- tl 


(Fórmula VII!) 


Ejemplo (3) : En la progresión geométrica de razón 2 y cuyo primer término vale 6, 
calcular la suma de los siete primeros términos. 


Resolución: 


- En primer lugar, calculamos el término siete (a, = ?) 
De la fórmula (1): a, =a4. "| ; Donte: in=7 ; r=2 y a,=6 


Obtenemos: a,=6.271 > a,=6.2%=6x64 > a,=384 


- En segundo lugar, calculamos, la suma de los siete primeros términos de la P.G. 


de la fórmula (VII): 


Obtenemos: 


Respuesta: N y 


Ejempl : Una progresión geométrica tigne como primer término igual a 2 y razón 
igual a 3. Hallar la suma de sus 12 términos. 


Resolución: 


- En primer lugar calculamos el término doce (a,, = ?) 


De la fórmula (1): ; Donde: n=12;a,=2 y r=3 
Obtenemos: ap=2.321 5 


- En segundo lugar, calculamos la suma de sus 12 términos. 


De ta fórmula (VII): ; Donde: [ a, =a,,=2.3" 


Obtenemos: S ¿Ha a, ¿2.3 .3- CARE 


ESE 


Respuesta: SS Ñ 


Ejemplo : La suma de los 7 primeros términos de una progresión geométrica de 
g 


razón igual a 2 es 127. Construir esta progresión. 


Resolución: 


Los datos son: S, = 127 HN= 7 Y F=2 


; a (Y - 9 
De la fórmula (VIII): A ; obtenemos: 
7 7 
Ss _aj(r - 1 E ¿le ei) 
4 r-1 2-1 


h 
127=a,(128-1) > 127=a,(127) =>  < | 


geométrica que se forma es: 
.. . . » . . S. 
=aypaynasróa ca doan:a? 


Luego 104x204 x 28123 152%: 10023: 108 


¡ (Progresión Geométrica) 


* PROGRESIÓN GEOMÉTRICA INDEFINIDA Y DECRECIENTE: 
Sea la progresión geométrica indefinida: 


z AUYIUAY Ag ccococononnonannonon canon 


Como ya conocemos el primer término (a, = 1) y la razón (r = 2), la progresión 


Siendo: O < r < 1 se verifica | rl < 1; 0 sea es decreciente, entonces podemos estable- 


cer el cambio: 


; siendo: lql>1 
Elevamos a la “n” ambos miembros de la igualdad anterior: | Y = (+) >= sl 
q 


La potencia q” crece infinitamente al crecer el exponente n y, por tanto, la fracción 1 / 
q" puede ser tan pequeña como se quiera eligiendo “n” suficientemente grande. Es decir: 


Y =1 se aproxima a cero al crecer n. 
q 


Siendo la progresión geométrica indefinida el número “n” de términos es infinito y por 
tanto r” es prácticamente cero. Si en la fórmula (VIII) se hace: r" = 0; queda: 


(Fórmula IX) 


Es decir: La suma de los infinitos términos de una progresión geométrica 
indefinida decreciente es una fracción cuyo numerador es el primer término 
y cuyo denominador es la unidad disminuida en la razón. 


Ejemplo lO: Hallar el valor hacia el cual tiende la suma de infinitos términos de la 
siguiente progresión geométrica: 


— 


Resolución: 


Aplicando la fórmula (IX): | S = ; Donde: | a, = 9 (Primer Término) 


"== (Razón) 
=P 
Obtenemos: “ma a WA ¡S=185| 
ss 


Ejemplo [2]: Hallar el valor hacia el cual tiende la suma de infinitos términos de la 
siguiente progresión geométrica: 


is 
20:47: 


Resolución: 


a 
Aplicando la fórmula (1X): S a ! ; Donde: | a, = 20 (Primer Término) 
1 


E el ; 
= 3735 (Razón) 
d= 


Ejemplo : Setiene una cuadrado de lado igual a 1cm.; uniendo los puntos medios 
de sus lados se forma otro cuadrado; uniendo los puntos medios de sus lados de este 
segundo cuadrado se forma un tercer cuadrado, y así se prosigue indefinidamente. ¿ 
Cuánto vale la suma de las áreas de todos estos cuadrados cuando el número de ellos 
tiende a infinito ? 

Resolución: 


Para su mejor entendimiento, hacemos el siguiente dibujo: 


- Llamamos al lado del cuadrado ABCD = 2a 
Donde: Área DIABCD = (2a)? 


2 2 = 1 
1=4a > a =3 >uSÉ T 


] porros tomamos el valor positivo ya que el ) 
valor de "a" no puede ser negativo 


- En el NX RCA : Calculamos el valor de la "b?" por el Teorema de Pitagoras: 
PELA QC=a 
OR =0C +CR 5; pero: dl 

CR =a 


2 


2 
(20) =at+a? > a =2(5) 


— 


2 
Luego, el área del cuadrado PQRS =(2b) = 4b = a( JE 2 


NA 


| (Segundo Cuadrado) 


| 


-En el pea MON: Calculamos el valor de “c?” por el Teorema de Pitagoras: 


nn 
MN =MQ +QN >  (20)?=b?+ b?=2b? 
A 1 
der= 2(5) > 
2 
Luego; área del cuadrado TMNU = (2c) = 40? = “+ 
(Tercer Cuadrado) 


La Progresión Geométrica que se forma es: 


= área 19 cuadrado : área 2" cuadrado : área 3% cuadrado : ............ 
 —________ =———__—— pa O AAN 


Ahora calculamos la suma de las áreas de todos estos cuadrados cuando el 
número de ellos tiende al infinito; veamos: 


-_9, Donde: | a, =1 (Primer Término 
S =—L 1 
1-1 1 


tE Y (Razón) 
1 2 
Reemplazando valores en la fórmula, obtenemos: S =-1_ =1 = [2] 
diz, 
2 2 


A 


ES TALLER DE 
a EJERCICIOS N2(6) 


Ejercicio HU : Probar cuáles de las ¡ Ejercicio 3): Halla el octavo término 
sucesiones son  progresiones | de la Progresión Geométrica. 
geométricas y cuáles no. 


L 12; 4; 4/3; 11.16; 4; 1; 
Resolución: 


3. 2 
m.50;20;8;2;... W. 5%. 
x 0 x+3 +3) 


Resolución: 


Ejercicio : Construye tres progre- Ejercicio [4] : En una Progresión 

siones geométricas con las condiciones| Geométrica el primer término vale 3 y la 

siguientes: razón vale 2 hallar el término de lugar 
10. 


a) Que sea creciente, y el primer tér- 


miro valga 5. Resolución: 
b) Que sea decreciente y el a; = - 4 


c) Que sea Oscilante, y el az =- 10 


Resolución: 


Ejercicio : Interpolar 5 medios 
Geométricos entre 8 y 1/8. 


Resolución: 


Ejercicio l6! : Interpolar 5 medios 
geométricos entre 7 y 5 103. 


Resolución: 


Ejercicio [7]: Obtener la suma de una 
Progresión Geométrica ilimitada de ra- 
zón 2/3 y cuyo primer término vale 6. 


Resolución: 


en una progresión geométrica; obtener 
a 
8 


Ejercicio : Probar que en toda 
progresión Geométrica, cada término es 
igual a la raiz cuadrada del producto del 
que le precede por el que le sigue (media 
geométrica). 


Resolución: 


NIVEL 1] 


: El séptimo término de una 


Ejercicio 
progresión Geométrica vale 243 y la razón 
3; hallar el primer término. 


A)3 B)1/3 C)1/6 D)1/9 E)1/2 


Ejercicio Ó : En una progresión 
Geométrica el primer término vale 6 y el 
término de lugar 15 vale 54. Hallar el 
octavo término. 
A)18 B)36 C)9 D)27 E)6 
Ejercicio(É) En una Progresión Geomé- 
trica se sabe que: ay, =512ya,,= 16, 
hallar la razón y el primer término. 


A)r=2ya,= 1/16 
C)r=2y a,= 1/8 
E)r=2 y a,= 1/4 


B)r=2ya,= 1/32 
D)r=2ya,= 1/64 


Ejercicio Ó: Hallar el término de lugar 
16 de la progresión Geométrica 


a Já. a. 
9 


27 81 


Ad 
3 


A) 2-15 3-16 B) 2-15.316 
D) 3152 - 16 E) 2153 - 16 


C) 2163 -15 


Ejercicio Ó: Hallar el producto de los 
once primeros términos de uria progresión 
Geométrica si sabemos que el término 
central vale 2. 


A) 3 072 
D) 4 096 


B) 1 024 
E)5 120 


C) 2 048 


EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
PROGRESIONES GEOMÉTRICAS 


Ejercicio Ó: Hallar la suma de los seis 
primeros términos de la Progresión 
Geométrica: 


PA A 
33 
A)21/4 B) 21/8 C) 23/6 
D) -21/8 E) -16/3 


Ejercicio 7) : Sabiendo que: a, =7 y 
r= 2, Hallar la suma de los nueve primeros 
términos de una progresión Geométrica. 


A) 5 377 C)7 735 
D) 5 735 


B) 3 577 
E) 7 537 


Ejercicio (Y: En uria progresión Geomé- 
trica el primer térmirio vale - 5 y la razón 
vale - 1/5. Hallar el término de lugar 10. 


A)5"7 B)5-8 C)5"2 D)5- E)5-6 


Ejercicio Ó: Nos dan el primer término 
y la razón de una progresión Geométrica, 
que valen respectivamente 27 y 1/3. Nos 
pieden hallar el producto de los ocho pri- 
meros términos (pg) 


A)p¿=1/27 B)p¿=1/81 C)p,=1/64 
D) p¿ = 1/243 E) p¿= 1/16 


Ejercicio : Hallar la suma de los seis 
primeros términos de la progresión 
Geométrica: 


2.43 

q 1 2” AS 
A)665/8  B)665/48  C)647/64 
D) 665/64 E) 656/32 


a 


Hatemáte 


Ejercicio : Suponiendo que el nume- 
rador y el denominador tienen infinitos 
términos, calcular el valor de la fracción: 


A)3/5 B)5/2 C)3 D)2 E) 4 

Ejercicio Na : La suma de los términos 
de una P.G decreciente y prolongada in- 
definidamente, es el doble de la suma de los 


cinco primeros términos. Haliar la razóri. 


Ejercicio H: Hallar el térmirio de lugar 
12 de la progresión Geométrica: 
SS 63 3E ey. EE 
2 4 
AJ6x 101 B)3x2-1 C)2x3-1 
D)3x2"1% E)6x10-?*2 
Ejercicio +2: El primer término de una 


progresión Geométrica vale 1 y la razónes 
2. Hallar el termirio a, y el producto de los 
siete primeros términos (p,) 


A) a,=32; p,=2' 


C) a,=16; p,=218 
E) a,=32,; p,=2?! 


B) a,-64; p,=22! 
D) a,=64; p,=220 


Ejercicio (E2: Calcular la suma de los 12 
primeros terminos de la progresión: 


=1:43:3: E 


B) 364 (43 - 1) 
D) 182 (43 +1) 


A)728 (43 +1) 
0)364 (43 +1) 
E) 346 (43 +1) 


1123 


A) 1/4 B) 1/2 C) 


nd 
Va 


Ami — 


Ñ Clave de Respuestas 


AA AA e 


Ejercicio Ó: La suma de los términos 
de una Progresión Geométrica decrecier:- 
te ilimitada es 4; y su primer término es 3. 
¿Cuál será la suma de los términos de la 
Progresión que tuviera como términos a 
los cuadrados de los del anterior. 


A)16 B)96 C)12 D)15  E)7,2 
Ejercicio (): Uniendo los puntos medios 
de los lados de un triángulo equilátero, 
cuya área es de 16cm? se obtiene un 
segundotriángulo equilátero; repitiendo la 
construcción con este segundo triángulo 
se obtiene un tercero y así se prosigue 
indefinidamente. Hallar la suma de todas 
las áreas de los triángulos obtenidos por el 
procedimiento descrito, cuando el número 
de ellos tiende a infinito. 


A) 8 cm? 

B) 16 cm? 
C) 8/3 cm? 
D) 16/3 cm? 
E) 32/3 cm2 


Ejercici : Una hoja de papel se parte 
por la mitad; después se superponen las 


dos mitades y se vuelven a partir por la 
mitad, y así sucesivamente. Después de 
ocho cortes.¿Cuántos trocitos de papel 
habrá? 


A)256 B)260 C)510 D)501 E) 105 


Ejercicio Un círculo tiene un 
diamentro de 2m; un segundo círculo tan- 
gente exterior del primerotiene un diametro 
de 1 m, untercer círculo, tangente exterior 
al segundo ( y con el centro alineado con 
el del primero) tiene un diámetro igual a 
1/2m; sise continúa indefinidamente cons- 
truyendo círculos en las mismas coridicio- 
nes. ¿Cuánto suman las áreas de estos 
infinitos círculos? 


A)J2xm?  B)(4/3) nm? C) (3/4) nm? 
D) (3/2) nm? E) 3 nm? 


Ejercicio () : Si el segundo y el sexto 
término de una progresión Geométrica 
son 24 y 96. ¿Cuál es el cuarto término 
positivo? 


A) 2/30 


D) 24 


B) 16 
E) 4/3 


Ejercicio Ó : Sabiendo que A; B y € 
están en progresión Geométrica en ese 
order, entonces el producto (A +B+C). 
(A - B+C) esigual a: 


C) 48 


A) A? + B? + 0? 
C) A? + B? - C? 
E) - A? + B? + C? 


B) A? - B? + C? 
D) A? - B?- C? 


Ejercicio $ : La suma de los 7 primeros 
términos de una Progresión Geométrica 


Creciente es 2 186, y la razón del séptimo 
término sobre el segundo término es 243. 
Hallar el término de lugar 4. 
A)12 B)18 C)54 D)24 E)162 
Ejercicio $: Una Progresión Geométrica 
admite 4 términos siendo la suma de sus 
extremos 27 y la de los centrales 18. 
Proporcionar la suma de cifras del mayor 
de estos números. 

A)3 B)4 C)5— D)J6 E)7 
Ejercicio (4): Lostres números positivos 
en progresión Aritmética que aumentados 
en 3; 3 y 7 respectivamente forman una 
progresión geométrica de suma 28 son: 


A)3;5y7  B)2;6y10 C)3;6y9 
D1:5y9 E)3:7y11 
Ejercicio : La diferencia del tercer 


término menos el sexto de una progresión 
Geométrica es 26 y el cociente 27. Calcu- 
lar el primer término. 


A)245 B)234 C)243 D)342 E)N.A 


Ejercicio : Tres madres impacientes 
esperan consulta con niños de; 1; 37 y 289 
días de nacido. El médico para entretener- 
las, lespide que averiguen dentro de cuán- 
tos días las edades de sus niños estarán 
en progresión geométrica. 


AJ4 B)5 Cj6  D)7  E)8 


C lave de Respuestas 


—— 


y 
ñ 


"e 


11) Hallar el número de términos y la razón de una progresión geométrica cuyo 
primer término es 7 y el último 567 y la suma de todos los términos es 847. 


A) 3;5 B) 5; 3 C)5;5 D) 4;5 E) 6; 3 


Resolución: 


. Sabemos que: (Primer Término), (último término) 
(Suma de todos los términos) 


o Aplicando la fórmula: ; obtenemos: 


7-70 - HE o 
a, (1-1) 


o Aplicando la fórmula: S = raras ; obtenemos: 


A pa E 40 
r-1 


dividimos entre "r" al numerador y denominador de la fracción del segundo miem- 
bro de la expresión (ll). 


1 A, pa 
tea —L m 121= TT mm 12= A 1) 
pl E, M din 
r rot fi 


o Sustituimos ()) eri (111): 


ll 
[0] 
pará 

l 

' 


121 =—L mb 121-1211) 
1 r 


r E 1 h 
a0 = 120 1 un» : 58] 


126 Htanuel Coueñas Naguiche 


+ Reemplazando el valor de r = 3, en (1) 
81 = gn-1 um 3 = gni m 4=n-1 "» ES [n= 5] 


[2.) En una progresión aritmética la suma esta representada por el número aaa. El 
primer término y la razón son iguales a 1. Calcular el número de términos. 


A) 35 B) 36 C) 37 D) 18 E) 19 


Resolución: 


| 
| Recuerda que 


+ Sabemos que: ¡[e =1] abo = 100a.+ 10b:+c 


2a +(n-1) r 
+ Aplicando la fórmula: S = >: x n ; obtenemos: 

3 
— [P> 1+ (n-1) - >) 
aaa = | == xm 

2 

asa = ES xn 

j 2 
1ila = En mm 222a = (n+1)x n 


y 
37 x (6a) = (n+1) x n 


Aú = == = 
Por comparación de términos: —1)37 =n+1 "» [n= 36% 
i)6a = n mb 6a = 36 "e [a 2 6] 


3.) Cuando se suman los diez primeros términos de una progresión aritmética es 4 
veces la suma de los cinco primeros términos, la razón entre el primer término y 
la diferencia común es: 


A)1:2 B)2: 1 C)1:4 D) 4: 1 E) 1:1 


l 


Resolución: 


(2a, +(n-1) 1) 
2 


2a +(10-1) r 
10 2 : A 


2a +(5-1) r 
Ss = A) x5 "mo 


+ Aplicando la fórmula:|S = x n|; obtenemos: 


5 2 


o De acuerdo al enunciado: 
2a +4r 
1 


(2a, +0") xB= A () xL 


2a +9 = 4a +8r "* r=2a "? 
1 1 


4.) La suma de los dos primeros términos de una progresión aritmética es 16 y la 
suma de sus dos últimos términos es 128. Si la progresión tiene 9 términos. 
Hallar el 5' término. 


' A) 32 B) 38 C) 36 D) 34 E) 30 
Resolución: 
Sean los 9 términos de la Progresión Aritmética: 


ala+r)(a+2r);(a+3r)........ ¡(a+8r) 


+ Del enunciado; planteamos las ecuaciories: 


Y  a+(a+r)=16 "» Rasrz6) ...w 
ii) (a+7r)+(a+8r)= 128 "o [Pags 128) ...(M 


+ Restamos miembro a miembro (11) y (1): 


14r=112 "e  -. [Ha] 
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Sustituimos el valor de r = 8; en (1): 


2a+8=16 "» 24=8 "» la =4] 


Luego: El quinto término = (a+4r) = 4+4(8) = 36 


(5) El límite de la suma de los términos de una progresión geométrica decreciente 
de infinitos términos es 9 y el segundo término 2. Calcular el primer término. 


A)3 B) 4 0) 5/2 D) 7/2 E) 9/2 
Resolución: 
a , ae 
PorEómula: 5 <=, nda "o? PRRARADO 
p mL r = razón 
2_ > Segundo término 
Sabemos que r= nm r=£ mb a =2 ..- (1) 
Le > Primer término A. E 


+  Sustituimos (1) en la fórmula: 


S =-L mb 9 2 me 9r(ior)= 2 we 9r-9r =2 


A r (lr) 
9r” —9r+2 = 0 
Y > 
3r -2 
3r -1 


Luego: (3r-2) (3r-1) = 0; ¡gualamos cada factor a cero. 


3r-2=0 wm [r=23] ii) 3r-1=0 mir=13 


e Sustituimos: r = 2/3en(l): a = 
1 


0 Sustituimos: r = 13 en(l): a =— a =6 
1 13 1 


A e E a de 0 at A 


=T Matematica WE 1129 ] 


En una progresión Aritmética se sabe que: 


t+t = 46 y t¿+t = 82, Entonces la razón pertenece al intervalo. 


A)14; 6[ B)]5/22; 5[ C)]5; 7 [ D)]6;81[ E) ] 13/2; 7 [ 
Resolución: 
Sea la Progresión Aritmética: ala+r)¡(a+2r);(a+3r);....... ¡(a+nr) 


Luego: L+t = 46m (a+r)+(a+4r) = 46 | 2a +51 = 46] «=-(1) 
,+t, = 82m (a+31)+(a+8r) = 82 w» [| 20 + 111 = 82l -.(M) 
o Restamos miembros las ecuaciones (11) y (1); obteniendo: 


Si el primer término de una Progresión Aritmética de enteros consecutivos es: k? 
+ 1, la suma de los 2k + 1 primeros términos de dicha progresión puede ser 
expresada como: 


A) (k+1)9+k3 B)(k-1)9+k3 C)(k+1)P 
D) (k+ 1)? +k3 E)(2k+1)(k+ 1)? 
Resolución: 


Sabemos que: ; M=1] (por ser enteros consecutivos) 
a, = (P+1)+(2k+ 1-1). 1um a, = k?+2k+1 


a +a 
+ Delafórmula: S =|-—L|x n, obtenemos: 
n 2 


(1? +1) + S +2K+1) 
S = | | x (2K+1) 
2 
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2 2[(k*+Kk+1 
Pa] x (2K+1) = El x (2K+1) 


S = 2H 2 ar = O a 


eto 


La.) Tres números a,, a, y az forman una Progresión aritmética; a,; a, y a, forman 
una progresión geométrica y Además: a, + a,+ ay, = 60. Calcular el mayor de 
estos números. 


Ss 


A) 20 B) 40 C) 60 D) 80 E) 10 
Resolución: 
Progresión Aritmética: a, ; az; az mb a,- a, = a¿- a, » 2ag=a,+ as (1) 
pS, 
r r ps es 
Progresión Geométrica: a, ; a¿;a, "ww == [a jo 
a e a 


o  Delaexpresión: a,+a,+a, = 60 we a,+a,+a, = 60 .....(111) 


- Sustituimos (1) en (111): 2a,+a, = 60 mm (a, =20| 


- Sustituimos el valor de a, = 20; en (l): 


2(20) = a,+a, "> ja, = 40-ay | ..(1V) 


- Sustituimos el valor de a, = 20 y (IV) en (ll): 


a” =(40-a )-20 wb a +20a -800 =0 
3 3 3 3 

4 $ 

a, - 20 

a3 40 


Luego: (a¿-20)(a,+40) = O 
Aj a 


ia,-20=0 mm [a, = 20] (No cumple) 
iia, +40 = 0 mp [632540] (Si cumple ) 


== 
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e Sustituimos a, = 20 y a, = - 40; En (I): 


2(20) = a, +(-40) m. 2 


19.) Los tres términos de una progresión aritmética que aumentados en 2; 3 y 8 


respectivamente son proporcionales a 10; 25 y 50 son: 
A)2;5y8 B)3;6y9 C)3;7y11 D)2;6y10 E)2;7 y 12 
Resolución: 


e Sea la Progresión Aritmética: a; a+r;a+2r; .....(0) 


Pas, ex MON 


ati? Tale TS: E der + 8 
10 25 50 


De): 222-2043 mm 21221043 2 5a+10=2a+25+6 


To 2 5 Ml 
[Sa+4 =21.--(1 
a+2r+8 


a+20+8 = [28] 


- Reemplazamos el valor de a = 2; En (Il); 3(2)+4 = 2r ww» 


De O. a+r+3 _ a+2r+8 m2 (a+r+3) 


25 50 


ll 


2a+2f+6 


- Reemplazamos el valor de a = 2 yr = 5; En (0): 


PA.aja+ra+2r=2:;2+5 ¡2+2(5) =2;7 ;12 Rpta. E 


Calcular la suma: S = 3 + 
4 


A) 8/7 B) 5/3 C) 6/5 D) 7/5 E) 8/5 


Resolución: 


j VHhanuel Coveñas che 


Sabemos que: 341 . A A SR al 1 S EU IA 
4 4/||16 2 16/ [64 4 64 256 8 256 
Luego: SN= (1-2) + (1-2) + (1-2) + (1-2) $ 
4 2 16 4 64 8 256 


Agrupamos los términos de la manera siguiente: 


S 


10) 
II 


Un conjunto de vital importancia es el conjunto de los números reales que se 
denota por IR. El conjunto de los números reales es el conjunto IR(IR + q). 


El conjunto IR de los números reales tiene como elementos a: 


- Todos los números naturales ( 0; 1; 2; 3; 4; 5; ...) 
- Todos los números enteros (... -4; -3; -2; -1; 0; 1; 2; 3; 4;...) 
- Todos los números racionales (... 3/2; 5 / 9; 0,6; 1,2; 6,9; 0,3; 1,2; .... ) 


- Todos los números irracionales (2 : Vs E Ve; a ) 
2.1.1 ORDEN DE IR: 


Axioma: En IR existe un subconjunto, llamado el de los Reales positivos que 
satisface las condiciones. 


1) Cada a e IR, satisface una y sólo una de las siguientes condiciones: 
ae lIR* ;aclIR ;a=0 


2) SiaelIR y b elR, entonces: a+be IR* y a.be IR* 


2.1.2 DEFINICIÓN: — Si: a; be IR se dice que “a es menor que b” y se denota con 
a < b. Si y sólo si. b - a e IR*. 


De esta definición se tienen: ae IR*' +S a-0É IR* >0O<a 


Observaciones: 


A o) 


2.1.3 PROPIEDADES BÁSICAS: 


12 Propiedad Desigualdad Adición: [Siva < b entonces: a +e <b+c | 


Ejemplos: 1% 6<10 =  64+3<10+3 
2) x-2<5 > x-2+2<5+2 > x<7 
3) x+6<12> x+6-6<12-6 > x<6 


Ejemplos: 


1%) 3<5y5<8 > 3<8 2) x<7y7<9> x<9 
3) x+6<10y10<13 => x+6<13 > x+6-6<13-6 > x<7 


32 Propiedad Desigualdad Multiplicación: 


a) |Si: a<byc>0, entoncesa.c<b.c 
Ejemplos: % 5<8 > 5(3)<8(3) = 15<24 
2) -4<3 => -4(2)<3(2) = -8<6 
3) 113x<12 = 3(1/3)<3(12) => x<36 


b) [Sir a<byc<0, entonces: a.c>b.c 


Ejemplos : 1%)  4<7= 4(-3)>7(-3)>7(-3) > -12>-21 
2) -3x<6 = -3x (-1/3) > 6 (-1/3) = x>-2 


> Fooros ye E o] 


Ejemplos: 1% 8x>0=  x>0 
2) -5x>0=> x<0 


3) 4(x-2)>0=  (x-2)>0=  x>2 
4) -3(x+5)>0= (x+5)<0 > x<-5 


2] 
10 


Ejemplos: 1 7x<0= x<0 


2) 3(x-4)<0  (x-4)<0 = [ x<4] 


3) -4x<0 == x>0 
4) 2(x-6)<0=(x-6)>0 =|x>6| 


Ejemplos: * +35 HS LISO 2 
3 5 6 2 
3) a a, 
5 x 
72 —Si:a<b<0, entonces: dl > El 
a 
s a 1 1 1 
Ejemplos: 1%) 2<-1=—> => —>-1 
—2 -1 2 
2) Es E = o 
x 3 6 


2.1.4 RESOLUCIÓN DE INECUACIONES LINEALES: 


Una inecuación lineal o de primer grado en una variable x, es una desigualdad de 
la forma: 
ax+b>0 ó ax+b<0 


La técnica para resolver una Inecuación Líneal es muy sencilla y análoga a la 
resolución de una ecuación líneal con una incógnita. Se basa en la aplicación de 
los axiomas de orden y de las propiedades. 

Ejemplo 1] : Hallar el conjunto solución de: 2x - 7 > 5x 4 8 


Resolución: 


1136. Manuel Coveñ lia O 


Obtenemos: 2x-7+7>5x+8+7 "%»  —2x>5x+15 


Nuevamente aplicamos la misma propiedad: 2x - 5x > 5x + 15 - 5x mb -3x > 15 


3x>15 => -3x (3) < 15 (3) > 
3 3 


ASAS 
Por lo tanto, el Conjunto Solución es: COSER x<>.bH) 
ASIAN ADAN 


Rpta. 


Ejemplo E]: Hallar el conjunto solución de: 6x + 5 < 4x + 13 
Resolución: 


Transponiendo términos se tiene: 6x — 4x < 13- 5 


2x <B> x<2 =[xcá] 


Por lo tanto; el Conjunto Solución es: | 


Ejemplo E: Hallar el conjunto solución de: 2x - 3 > 9 - x 
Resolución: 


Transponiendo términos se tiene. 2x + x > 9+ 3 


Por lo tanto, el conjunto solución es: 


2.1.5 INECUACIONES DE TRES PARTES: 


Se denomina Inecuaciones de Tres Partes a las inecuaciones que tienen la si- 
guiente forma: 


a) x-3<3x-7<2x+1 b) -13< 3x -5<-7 


En General: 


El conjunto solución de una Inecuación de tres partes se halla aplicando el si- 
guiente esquema. 


Ejemplo 4): Hattar el “onjunto solución de la inecuación: 3x -3<x+5<39-x 


Resolución: 


3x-x<5+3 x+x<9-5 
2x<8 2x<4 


Ejemplo [2] Hallar el conjunto solución de la inecuación: x - 16<2-2x <2x +6 


Resolución: 


2-2x<2x+6 


x+2x<2+16 2-6<2x+2x 
3x<18 -4 <4x 


(Conj. Solución) (Conj. Solución) 


El conjunto solución de la inecuación, es: C.S. = [x€ IR/-1<x<6) 


FRIA TAO 3 


Es decir: eS. = 1 SN ¡Es Rpta. 


Ejemplo Ed; Hallar el conjunto solución de: 3x - 13<1 - x<2x-8 


Resolución: 


3x - 13 <1-x 


3x+x<1 +13 1+8<2x+x 
4x< 14 9<3x 


(Conj. Solución) ¡ x< 712 


El conjunto solución de la inecuación, es: C.S. = [xe IR/3<x<7/2] 


Es decir: EN = = 187121) Rpta. 


SAS | 


Ejercicio al : Hallar el conjunto 
solución de la inecuación: 


2x-5<x+3<7-x 


Resolución: 


Ejercicio [2] : Hallar el conjunto 
solución de la inecuación: 


5x -9<3 -x<3x- 13 


Resolución: 


Sl a q 3 .. 
Ejercicio Hallar el conjunto solución 
de la inecuación: 


x-18<3-6x<8-x 


Resolución: 


Ejercicio [4]: Hallar el conjunto solución 
de la inecuación: 


(«- 1) (a+ 3) <x? - 5 < (x+ 1) (x+ 2) 


Resolución: 


EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
INECUACIONES DE TRES PARTES 


Halla el conjunto solución de cada 


inecuación. Cada conjunto solución escri- | ¡ Miadbdiaa MBA DÁ andas 
3 


birlo como un intervalo. 


3x-1<x+9<13-x 
5x<3x-4<2x+6 
dx-7<1+2x<7-x 
x/3<2x-1<7+x/2 
-8-x<4-2x<12 - 3x 

3x - 4/5<x+ 1/3 <2 - 3x 

(x - 3) (x + 2) <x? - 2 < (x +4) (x+ 3) 
-11+3x<x-1<9-2x 
2/3x-4<x+1<x/2-1 

Qo+ 5) («- 1) <(x-2) (x+ 1)<x?-5 


En la Recta Numérica, a todo número real le corresponde un punto en la recta, y 
que cada punto de la recta corresponde a un número real. 


O AAN 


- 
> 


Esta correspondencia se objetivisa de la siguiente manera. 


y constituye lo que se denomina la recta Real o Numérica o Eje Lineal de Coor- 
denadas. 


En la Geometria Plana, se dice que: 


a) Un segmento P,P, es parte de una recta. Esta pane o subconjunto tiene 
como extremos a los puntos P, y P,. 
b) En Geometría plana, no se hace distinción entre los segmentos P,P, y 
Bak: 
Ze 
e  Enla Geometría Analítica es necesario considerar la longitud, tanto como 
la dirección o el sentido del segmento. 


NEGRO 


Sea: P,P, el segmento orientado. En este 
caso se dice que: P, es el origen del 
P, Pg 1 1 


e » » segmento P,P, 


P, es el punto final del segmento P,P, 
El segmento está dirigido de P, a P,. 


Si el segmento orientado tuera P.P,; en este caso el origen sería P,; P, el punto 
final, el segmento está dirigido de P, a P,. 


Coordenada de un Punto. 


La posición de cualquier punto P situado sobre la recta L, está dada por un nú- 
mero que representa la distancia dirigida OP, medida una unidad adecuada a 
partir de un punto O llamado origen, este número recibe el nombre de Coordena- 
da de P. 


Si en la recta L, la distancia entre cada marca es una unidad; la coordenada del 
punto A es 2 y la coordenada del punto B es -3. 


2 es la coordenada del punto A; -3 es la coordenada del punto B. 


Estos puntos con sus respectivas coordenadas pueden ser simbolizadas de la 
siguiente manera: 
A(2),B(-3) 


En forma general un punto P de una recta y su respectiva coordenada x, se 
simboliza por P ( x). 


2.2.2 DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS (DISTANCIA DIRIGIDA) 


Supongamos que la coordenada de Aes-5 = A(-5) 


La coordenada deBes6 => B(6) 
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De acuerdo a la figura: AB = 11, es decir: AB = 6-(-5) = 11 


Supongamos que la coordenada de Aes4 > A (4) 
la coordenada de Bes -2 > B (-2) 


B A 
== ——  _— _ A A — — > 
cad 0 4 


De acuerdo a la figura: AB = -6, es decir: A 20 


En la figura mostrada, la distancia dirigida 
de Aa B es positiva e igual a (x, - x, ); y, la 
distancia dirigida de Ba Aes negativa eigual 
AX, Xo. 


Si denotamos por AB y BA estas distancias 
setiene: AB = (x,-x,);BA = (x,-x,). 


De la misma manera, la distancia dirigida de 
P aQ es positiva e igual a ( y, - y, ), y de Q 
a P es negativa e igual a ( y, - y, ); esto es: 


PQ = (yo- y,) ; QP = (y, - yo) 


Ejemplos: 1) SiP(3)yQ(8) »»e PQ = 8-3 
OP <= 3-8 =-5 


l 
e) 


2) Si: M(2)yN(-4) ww» MN = -4-2= 6 


EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE 
DISTANCIA DIRIGIDA 


Ejercicio $: Sabiendo que: A (6); B (4); C (2, 5); D (-3); E (-5); F (0). Hallar las 
siguientes distancias dirigidas: 


A)CA B) DB C) CE D) BF E) EA 


Resolución: 
E D F E B A 


5 4 32 1 0 1 2233 4 5 6 


a) CA = 6-2,5 = 35 b) DB = 4-(-3) = 443 =7 
c) CE = -5-2,5 =-7,5 d) BF = 0 

e) EA =6 - (-5) = 11 

Ejercicio e : En la figura mostrada, se sabe que: 
PQ = -10 y que Q ( -6 ); Hallar la coordenada de P. 
Resolución: 


Sea: “x” la coordenada de P, entonces: 


PQ = -6-x 
o 
-10=-6-x "Pb x=-64+10 "mb *-- 


SS AAA AA = 
Rpta: : val ERES 


Ejercicio f): La coordenada de B es 4 y la de E es -2. Si se cumple la igualdad SEB 
+ 2AB = 28; entonces la coordenada de A es: 


Resolución: 
De la figura: 
e AP A Sea “x” la coordenada de A. 
2 0 A x e ”» EB=6 
AB =4-x 


Reemplazando valores en la expresión: 5 EB +2 AB =28  ;obtenemos: 
5 (6) +2 (4 - x) = 28 
30+8-2x = 28 "wr 38-28 
10 


2x 
2x 


Rpta. 


Ejercicio $: Las distancias dirigidas AP y QA son -28 y 10, respectivamente. La 
coordenada de A es 20. La coordenada de B, para que se cumpla la igualdad (PQ) (BA) 
-BP = 45, es: 


Resolución: 


Sea “x”, la coordenada de B. 


De la figura: AP 
-28 
4 


[8 = x,] 
Además: PQ =x,-x, "?* PQ=10-(-8) "»|PQ = 18 
BA (20-x); BP = x,-x "ab BP = (-8-x) 


Re.=mplazando valores en la expresión: ( PQ) (BA) - (BP )= 45; se obtiene: 
18(20-x)-(-8-x) = 45 

360 - 18x+8+x = 45 

368 -17x = 45 "" 323 = 17x 


not 
= 
> 
1] 
== 
o” 
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Ejercicio Ú: Sabiendo que: 
A(9),B(5),C(-3);D(-7),E(0). 


Hallar las siguientes distancias dirigidas. 


AJAB=  B)BC=  C)CD= 
D)JED=  E)CA= F) DB = 
G)EB=  H)CE = 


Ejercicio : En la figura mostrada, se 
sabe que: 


MN = -16 y que N (-10) 


Hallar la coordenada de M. 


A)5 B)8 
C)6 D)7 
E) 4 


Ejercicio Ó: La coordenada de E es 6 
y la de H es -3. Si se cumple la igualdad 
3HE - AE = 25, entonces la coordenada 
de Aes: 


AJ3 B)4 C)5— D)7 E)6 
Ejercicio) Se sabe que: ALF -3FA=15 


y que las coordenadas de F y L son res- 
pectivamente 6 y 9. Por tanto RL es: 


2.2.3 DISTANCIA NO DIRIGIDA: 


EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
DISTANCIAS DIRIGIDAS 


A)-3 B)9  C)12 D)-12 E)6 


Ejercicio Ó: La distancia dirigida BC es 
-18 y la coordenada de C es -13. La 
coordenada de M, para que se cumpla: 
MB + 3MC = -42; es: 


A)J3 B)2 C)4 D)-2 E)-6 


Ejercicio(í): Las distancias dirigidas AN 
y MA son -20 y 12, respectivamente. La 
coordenada de A es 14. La coordenada de 
E, para que se cumpla la igualdad: 
(NM). (EA )+ EN = 43; es: 


A)7 B)-7 C)8 D)9  E)-6 


AA KAAIAKAXA 


Clave de Respuestas Ss e 


1.* AJAB=-4 B)BC=-8 
C)CD = -4 D) ED =-7 
E)CA =12  F)DB= 12 
G)JEB=5  H)CE=3 


275C" 3.B 4.C 


5.B 6.A 


La distancia no dirigida entre los puntos A y B de una recta se denota por d (AB), 
y que es igual al valor absoluto de la distancia dirigida de A a B. 


á áaOaTA<áKáE O KKá4+>—> 22 A A 0 O 
146 Hanuel Coueñas 2 
Si: la coordenada de A es x, y la coordenada 
de Bes x,, entonces la distancia no dirigida de 
AaBes: - ve 


Ejemplo: En una recta se tienen los puntos y sus coordenadas siguientes: A (-3); 
B (-6), C (9); D (4). Hallar las distancias No dirigidas: 


A) d (AB) B) d (CA) C) d (BD) D) d (DA) 
Resolución: 


A) d (AB) =1-6 - (-3)1 = 1-6+31=1-31=3  B)d(CA)=1-3-9l=1-121 =12 
C) d (BD) =1-6 - 41 = 1-101=10 D) d (DA) = 1-3 - 41 =1-71=7 


HA A A A A A A AA > —e4 


EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE 
DISTANCIA ABSOLUTA 


Ejercicio %: La coordenada de A es -6. ¿Cuál debe ser la coordenada del punto B, 
para que la distancia absoluta de A a B sea 16? 


Resolución: 
A Sea: 'x' la coordenada del punto B. 
A A A 
6 0 Luego: d (AB) =1|x-(-6)! 
$ 
16 = 1x +6 l; resuelvo la ecuación: 


Recuerda que: 


16 =x+6 


11) 16 =-(x+6) 16 = -x-6 


* 


Los valores de «x» hallados nos da a entender que la coordenada del punto 
B puede estar hacia la derecha ó hacia la izquierda. Veamos la figura: 


1147. 


B t apta: ; >El punto: 3, 3 dono domo. po0rde- 
nada a 10, -y también £briúmero > 27 


SS 


I_ d[BA) = 16 —J— g(AB)= 16 —1 


Eo 


Ejercicio ó : La distancia absoluta de C a Nes 14. C y N son puntos de una misma 
recta y la coordenada de N es -5. Hallar las coordenadas de C. 


Resolución: 
A Sea 'x' la coordenada del punto C. 
2 Luego:  d(CN)=1-5-x1 
14 =1-5-xl 
NOS S El SS ES Donde: ¡)14 = -5-x Ud 1 


2.2.4 REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE SEGMENTOS Y SEMIRRECTAS HACIEN- 
DO IJSO DEL VALOR ABSOLUTO Y LAS RELACIONES DE ORDEN. 


Recordemos la definición y representación de los siguientes conjuntos llamados 
intervalos (tema estudiado en el curso de 2do. año). 

id Los intervalos pueden ser: Abiertos; cerrados; semiabiertos e infinitos. 
intervalo Abierto: Se llama intervalo Se representa: 

abierto al conjunto de todos los núme- 

ros reales x tal que a < x < b; donde a 

y b no están incluidos. Se denota: "|. -<-————0—————o—__——> | 


a b 

<a; b> = Ja; b[= (xe IR/a<x<b) 

Intervalo Cerrado: Se llama intervalo Se representa: 

cerrado al conjunto de todos los nú- 

meros reales x tal que a < x< b, donde 

a y b están incluidos. A A A 
a b 

Se denota: [a, b] = (xe IR/a<x<b) 

Intervalo Semiabierto: Se llama inter- Se representa: 


valo semiabierto por la izquierda al 


conjunto de todos los números reales | 


x tal que a<x<b. Se denota: 11138 9 <A> 


a b 
<a, b] = Ja: b] =(x € IR/a < x<b) 


E Se llama intervalo semiabierto por la derecha al conjunto de todos los nú- 
meros reales tal que a <x <b. 


Se denota: Se representa: 


PEE en pS 
a b 


INTERVALOS INFINITOS (SEMIRRECTAS Y RAYOS) 


+ <a+0o>= l]a;+o[ = (xe IR/x>a) 


KÉ————_ 
a «oo 


e [aj+o> = [a+o[= (xe IR/x>a) 


AAA AAA -—— A > 
-00 a +00 


+ <o;a>=]-wo;a[=[xe€ IR/x<a) 


AA — — _—_ —_—_—__—> 
=00 a +oo 


$6  <o¡;a]=]-w;a] = (xe IR/x<a) 


-00 a +00 
9 || | <o;+40>=]-o;+0[=(xE IR) 

A _—_—_—_—_—————————————__— o  — ——>—+ 

-00 +00 


Ejemplo U): La coordenada de A es 2 y la coordenada de P es x. Halla todos los 
valores que puede tomar x para que la distancia de A a P sea menor que 7. 


Resolución: 
Por dato: dIAPI1<7 
ñ E Ix-21<7 
2 x 


Por propiedad: |x-21<7 mb -7<x-2<7 


Sumamos 2 a ambos miembros: 


Recuerda Que: 
7 4+2<x-2+2<7+2 


ZU Matemática ¡149| 
Ejemplo : S es el intervalo al que pertenece x tal que: d ( AB ) < 10,6 en la que 
A(8,4)yB(x); entonces: S n[ -8; 12, 3 > es: 


Resolución: 
Por dato: d(AB)< 10,6 
A B A 
E _—_—__—_ ——_ _ _ -_—_—_——= A 
3,4 Xx Lx- (-8,4)1< 10,6 


lIx+8,4 |< 10,6 
Por propiedad: |x+8,4 |< 10,6 by -10,6<x+8,4 < 10,6 


Restamos 8,4; a ambos miembros: -10,6- 8,4 <x + 8,4 - 8,4 < 10,6 - 8,4 


Luego, calculamos: Sn [-8; 12,3> = <-19;2,2> n[-8; 12, 3> 
—_—_AA 


Ejempio al :S es el intervalo al que pertenece x, tal que d(AB) < 13 en la que A (-7) 
y B(x), por lo tanto [ -25; 2 >-S es: 


Resolución: 
Por dato: d(AB)<13 


bx (-7)1<13 
lIx+71<13 


Por propiedad: |x+71<13 "sb -13< x + 7 < 13; restamos 7 a ambos miembros: 


13 -7< x+7-7<13-7 


Luego, calculamos: [ -25; 2>-S = [-25;2>-[-20;6] 
—__ 


SOS 
OO 


Ejercicio 
respectivas coordenadas que a continua- 
ción se indican pertenecen a una misma 
recta: 


: Todos los puntos y sus 


AMES) 
D(5,2) 


BiE2) 


C (3,4); 
F(-4) 


Halla las siguientes distancias absolutas: 


A)d(AC) = B)d(BD) = 
C)d(EC) = D)d (CA) = 
E)d(BE) = F)d(BC) = 
G)d(EF) = H)d (FB) = 
) d(DE)= JA (AF) = 
K)d(CD) = L)d(FD) = 


Ejercicio É: Halla las coordenadas de 
P para que se cumpla la distancia absolu- 
ta entre los dos puntos dados. 


A) d(PQ)=15 ;  Q(4) 
B) d(RP)=9 ;  R(-2) 
C) d(NP)=8 ;  N(6) 
D) D(PA) = 124;  A(3) 
E) d(PK) = 168;  K(-10,2) 
F) d(MP)=8,33 ;  M(-4,5) 
G) d(PA)=23 ;  A(-4) 
H) d(BP) = 18,2;  B(-2,8) 


Ejercicio 6 : En cada uno de los si- 
guientes ejercicios, «x» es la coordenada 
de A. Halla el intervalo al que pertenece x 
para que la distancia de A al punto dado 
sea menor que el número real estableci- 
do: 


EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
DISTANCIA ABSOLUTA 


A) d(CA)<10 ;  C(4) 
B) d(AE)<8 EEES) 
C) d(MA)<13  ;  M(8/4) 
D) d(PA)<20 ;  P(-6) 
E) d(QA)<26 ;  Q(-9) 
F) d(AN)<94 ;  N(31) 
G) d(TA)<18,3 ;  T(-6,4) 
H) d(AR)<30 ;  R(-12) 


Ejercicio Ó. La coordenada de A es - 
11. ¿Cuál debe ser la coordenada del 
punto B, para que la distancia absoluta 
de AaB sea 18? 


A)-2967  B)-2367 
D)-23613 E)N.A. 


C)-767 


Ejercicio Ó: La coordenada de A es el 
número positivo (x - 3), y la coordenada 
de B es el número -(5 + x), si d(AB) =18; 
siendo E (12); entonces d (AE) es: 


A)6 B)8 0)4 
D)9 E) 16 


Ejercicio Ó. S es el intervalo al que 
pertenece x; tal que d ( AB) < 15,4 en la 
que A (-5, 6) y B ( x ); por tanto: [ -24; 7 ] 
nSes: 


A)[-21;7> B)<-21;7] C)<-21;9,8> 
D)[7;9,8> E)N.A. 


Ejercicio Ó. S es el intervalo al que 
pertenece x; tal que d ( AB ) < 20 en la 
que A ( -9) y B (x), entonces: S - [4; 13] 
es: 


T_ Matemática fist. 


A) <-29; 4] 
D) [-29; 4> 


4%, 
Ejercicio 18) : Ses el intervalo al que 


Clave de Respuestas 


4 A 


2.3 | VALOR ABSOLUTO:| 


B) <11;13> C)<-29;11> | pertenece x, tal que d (AB) < 13 en la que 
E) NA. A (-10) y B (2); entonces: <-8; 6] U S es: 
A)[-23,6> B)<-23;6] C)<-23;3> 
D) < -20;-8] E) N.A. 


de e 


t.  A.d(AC)=9,4 B.d(BD) = 7,2 C.d(EC) = 6,9 
D. d(CA) = 9,4 E.d(BE) = 1,5 E. d(BC) = 5,4 
G.d(EF) = 0,5 H.d(FB) = 2 L d(DE) = 8,7 
J. d(AF) = 2 K.d(CD) = 1,8 L. d(FD) = 9,2 

2. A.-11619 B.-1167 C.-2614 D. -9,46 15,4 
E. -27666  F.-12863,8 G.-27619 H. -21 6 15,4 

3. A.<-6,14> — B.<-11:5> C.<-4,6;21,4>  D.[-26;14] 


E.<-35,17>  F[-6,3;125] G.<-24,7,11,9>  H.[-42; 18] 


A. E 17D 8. B 


DEFINICIÓN: El valor absoluto a;si:a>0 e. (04) 
de un número real a, denotado lal=/0;sia=0  ..(2) Y 
por | a |, se define por la regla: iO (3) | 
, . ... | 
Ejemplos: 
1) Se dice que: 181 = 8; porque se cumple la parte ( 1 ) de la definición es 


2) 


3) 


decir: a > 0; entonces: 8 > 0. 

Se dice que: |-6l = 6; porque se cumple la parte ( 3 ) de la definición |-6l = - 
(-6); puesto que -6 < O. 

Se dice que: 101 = 0; porque se cumple la parte (2 ) de la definición a = 
O; es decir: O = O 


De la definición deducimos que el valor absoluto de cualquier número real 
es cero o positivo; pero nunca negativo. 


El valor absoluto de un número negativo es el número positivo correspon- 
diente. Esto significa que para cada número real a, hay un número -a, cuyo 
valor absoluto representa su distancia al origen, el positivo a la derecha y el 
negativo a la izquierda. Geométricamente se representa como: 


2.3.1 PROPIEDADES DEL VALOR ABSOLUTO: 


y lat=ias 


Ejemplo: Ejemplo: 

151 =1-51 a)!48| = 161181 

171 =1-71 <= b)!-151 = 1-31151 

1121 = 1-121 c)14x! =14llx1=41x1 

141 =1-41 d)1-6x1 =1-61lx1 = 6lx] 

As la) = e)-5(x+3)!1=1511x+31= 51x+31 


4) Si: 


r t tonces: : 


Ejemplo: |lx+2l = 3 Ejemplo: 


> me 
Donde: x+2 = 3vx+2 = -3 Xion ia 


C.S. = <-6,6> 


Ejemplo: 


a)ixlP?=4 
_dx+21 _ Ix+21 
141 4 
_ Ix—6l 
hc+ 11 


Si: lal>b;b> 0; entonces:a>ba<-=—b , 
—£ 


Ejemplo: 1xit>7 x>7 x<-7 


C.S. = <o;7>U <7, > 


EJERCICIOS RESUELTOS APLICANDO 
LAS PROPIEDADES DE VALOR ABSOLUTO 


ES 


Ejercicio H) : Si:lx-81 = 4; calcular: 116 - x1 


Resolución: 
En: |x-81 = 4; aplicando la propiedad ( 3 ); obteniendo: 


Luego, reemplazamos los valores de 'x' hallados en la expresión | 16 - x | 


Para: [x=12 0 116-xl=116-121 =141=/ 4] 
Para: |x=4| "e 116-x1=116-41=1121= 12Í pta. 


Ejercicio 124 : Si: 1-9x1 = 72; Calcular: | x - 3 1 
Resolución: 
En: |-9x1| = 72; aplicamos la propiedad ( 2 ); obteniendo: 
9lxl = 72 um xls 8: por la propiedad ( 3 ), se tiene que: 
ix = 8 li)x = 8 
Luego, reemplazamos los valores de 'x' hallados en la expresión: |x-31 


Para: [x=8] wm Ix-31=18-31=151= 5] 


Para: x= -8 | mp Ix-31=1-8-31=1-111= 11) Bpta 
1 | 
Ejercicio Y): Si: 12x-61| = 10; calcular: | x - 31 p 


Resolución: 
En: 12x-61l = 10; aplicamos la propiedad ( 3 ); obteniendo: 
i) 2x-6 = 10" 2x = 16 1» ; 1)2x-6 = -10"" 2x = -4 um x = 


Luego, reemplazamos los valores de 'x' hallados en la expresión | x - 3 | 


para: po -2) mm Ix-31=1-2-31=1-51 =05] Rpta. 


Ejerciciof) : Si: 19- xl =6; calcular: lx - 9l 


Resolución: 


En: 19 - xl; aplicamos la propiedad (3); obteniendo: 


Luego, reemplazamos los valores de "x" hallados en la expresión: lx - 9l: 


para: es lx - 91 =13- 91 =L-6l=[8.] 


para: mb Ix-9I=115-9/=161="6.] Rpta. 


Ejercicio (5) : Si: l4x - 20] = 12; calcular: Ix - 51 
Resolución: 


La expresión: l4x - 201 = 12; se puede escribir así: 14(x - 5)1 = 12 


Donde: —4lx-51=12 "» Rpta. 
Ejercicio) : Si: == = 2; calcular: lx + 3l 
Resolución: 
e x-3 ca . H-3 
La expresión: [4| = 2; se puede escribir así: A um» Ix-31 = 2 1-6 
6 


lx - 31 = 12 ; por la propiedad (3), se tiene: 


x-3=12 me [ETB]:  iix-3=-12 [x=-9 


Luego; reemplazamos los valores de "x" hallados en la expresión ix + 3l 


para [xS1S] "»  Ix+31=115+3l= 1181 = 118] 
para: [x=-9. mx + 31 =1-9 + 31 = 1-61 = SN 


Ejerciciof'W4á : Hallar el conjunto solución de la inecuación: !x - 6 < 4 


Z i9-x=-6 "> 9+6=x m[x=15 


Resolución: 


Aplicando la propiedad (4); se tiene que: 


-4 <x 6 < 4; sumamos "6” a ambos miembros 


-4+6<x-6+6<4+6 Inmo 2<x<10 


Ejercicio (Y: Hallar el conjunto solución de la inecuación: 12x - 11 > 9 
Resolución: 


Aplicando la propiedad (7), se tiene que: 


12x-11>9 ""» 2x-1>9 v 2x-1<-9 

2x>10 2x<-8 

<5 ; > <-o0; -4> 
AENA AN ÁS 


'  Elcobjuntass solución de la.inecuación es:< 


Ejercicio (): Si A es el conjunto solución de: lx - 31 < 5 y B es el conjunto solución de: 
lx + 41 > 6; entonces: An B es: 


Resolución: 
En el inecuación: lx - 31 < 5, aplicamos la propiedad (4). 


Ix-31<5 "b -5<x-3< 5; sumamos "3" a ambos miembros. 
E 5+3<x-9+3<5+3 


o ca + 


En la inecuación: |x + 41 > 6; aplicamos la propiedad. (7). 


Ix+41>6 "» x+4>6 v x+4<-6 


x>2] | x<-10 


<2 ; > <-00 ; -10> 


Luego; calculamos. A A B 


| OO 


— 00 


B=<-=;-10>u<2;0 


o 
ONO q 55 
Ese 25 SS 


iÑ 
' 
1 
1 
0 
1 
1 
I 
' 
0 


ed e a o 6 2 


mn” 


Ejercicio E 
Calcular: | 2x - 1 1 


Resolución: 


Ejercicio 3 Si: 


13x-11 


Resolución: 


NEGRO 


[157] 


Si 112 - 3x1 


2x-11_3 Calcular 


Ejercicio[ 4 : Hallar el Conjunto Solu- 
ción de la Inecuación: | 3x - 21> 13. 


Resolución: 


Ejercicio El: Hallar el Conjunto Solu- 
ción de la Inecuación: | x - 81 <10 


Resolución: 


Dan BEA mee O 


EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
LAS PROPIEDADES DEL VALOR ABSOLUTO 
Ejercicio H: Analiza las propiedades de | 1)lx-61>2 J)ix+71>12 
valor absoluto; luego completa las igual- | K) | 3x - 21> 13 L)18 -5x1>7 


dades escribiendo los números que faltan. 

110-x1 Ejercicio) Si A es el conjunto solución 

A)Jlx-51 = 8 —| de: Ix- 21 < 7 y B es el conjunto solución de 
110-x1 Ix+51> 1; entonces: ANB es: 


B)!-6x 1 


Ix+31 
30 — Ejercicio (e Si. Pesel conjunto solución 
Ix+31 = de: 1x+71<14; y Qesel conjunto solución 


Ix+61 de: | x +4 1>10; entonces: PAN Q es: 
C)I-4x-121 = 20] 
Ix+61 


Ejercicio (): A, B y C son los conjuntos 


12x+11l= solución de las inecuaciones: 1x1<13 ; 
D) 1431 = 6 | TO Ix-61>14y1!x+21-21>0; respectiva- 
Ml mente; entonces: (ANB)u(BAC)es: 
x-51 = 
E)18/x1 = 4 —] : 
¡Hijo Clave de Respuestas 


F) 1 -6x-24 1 = 36 — aa 
Ix+51 


6) 7 ES Moe a 
x+2 Ix+3l = 
Ix+41= 

7 Ls E ll 
—2 Ix+4l= 


Ejercicio Ú: Halla el conjunto solución 
de las siguientes inecuaciones: 


A)ix-41<9 B)Ix+51<10 
C)12x-11<7 D)I15-3x1<1 
E)Ix-91<1 A las 
2 
6) 21 H) 122] <a 
6 -3 


NEGRO 


EL Matemática MY sica 


2.3.2 ECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO: 


Las propiedades que permiten resolver ecuaciones con Valor Absoluto son las 
siguientes: 


Agsolución: 
“o 
12x-71 = x- 5; Entonces: ñi) 2x-7 E v ii) 


En la ecuación, las raíces obtenidas son: x=2 y x=4, las cuales no cumplen que la 


BASE: x > 5; por lo tanto el conjunto solución de la ecuación será el conjunto vacio, es 
decir: Rpta. 


Ejemplo[_2] : Hallar el Conjunto Solución de la ecuación: | 2x-6 | = x+9 
Resolución: i) x+9>0 "m > 9 BASE ) 
A 


li) 2x-6=x+9 v ii) 2x-6 = -(x+9) 
12x-61 = x +9; Entonces: 2 - x= 10146 2x6" = 59 


3X ==3 


Como se observará las raíces halladas o sea: x=15 y x=-1; cumplen con la BASE: 
x > -9. Por lo tanto el conjunto solución de la ecuación será: 


ET 


160 Manuel Coueñas Haquiche E 


Ejemplo gl Hallar el conjunto solución de la ecuación: 1 3x - 21-18 = x 


Resolución: 


La ecuación dada se puede escribir así: | 3x - 21 = x + 18 


Luego: i) x+18>0 um [x2>-18] (BASE) 
A 
1) 3x-2= x+18 y ii) 3x-2 = -(x+18) 
13x-21 = x + 18; Entonces: 3x-x = 184+2 3x-2 = -x- 18 
4x = -16 


Como se observará las raices halladas o sea: x = 10 y x = -4; cumplen con la BASE: 
x -18; por lo tanto el conjunto solución de la ecuación será: 


C.S. = (-4:10) 


Rpta. 


q 
Ejemplo PTE Hallar el conjunto solución de la ecuación: 1x?- 2x1 = 3x-6 


Resolución: 
i)  3x-6>0 "» 3x>6 "m» x>2(BASE) 
A 
ii)  12-2x= 3x-6 Y li) 2-2x =-(3x-6) 
x-5x+6=0 -2x+3x-6=0 
2 2+x-6=0 
1Xé-2x1 = 3x-6, (x-2)(x-3)=0 S ; 
jee: E (x+3)(x-2) =0 
Donde: 
Donde 
2) baaa 
ey x-3 = 


De las raíces halladas o sea: x = 2x = 3yx = -3; los que cumplen con la BASE 
x22son:x = 2yx = 3; por lo tanto el conjunto solución de la ecuación será: 


Rpta. 


Ejemplo | 5): Hallar el conjunto solución de la ecuación: 12-41 = 2x +1 


Resolución: 


=T Matemática 161. 


i) 2x+ 120" 2x -1">* x >-1/2(BASE) 


ii) 2-4 = 2x+1 v di) x2-4 = -(2x+1) 
x?-2x-5 = 0, esta ecua- x2-4 = -2x-1 
ción es de la forma: e +2x-3=0 
ax+bx+c=0 > > 

Xx +3 
Xx -1 
donde: | »x 
] donde: (x+3)(x-1) =0 
Luego: TE EY 


L2-4l= 2x+1; 
Entonces: —<[-2)24V(22Y" -4(1MM(-5 * 3 =0 um = 
y pa (15) ) x+ 
=)x-1=0 se [KEN 
_24V24 2:2v6 


e 2 


De las raíces halladas o Sea: X, = 14 y6 = 3,499,x,= 1- y6 = -1,449; Xz = -3y 


Xy = 1; los que cumplen con la BASE x >-1/2;son:x, = 1+ 6 y X, = 1; porlo tanto 
el conjunto solución de la ecuación será: 


Ejemplo : Hallar el conjunto solución de la ecuación: pis x-1 
x+1 
Resolución: 
i) x-120 »"» x>1(BASE) 
Xx 43 =xX —1; A 
x+1 ES x+3 un X+43 

AS AY AC 

Entonces: sl x+1 id hai x+41 5 


162. Wanuel Coveñas che E 


o Resolviendo las ecuaciones (ii) y (11): 


De la ecuación (ii): %3=x-4 1 x+3 


x+1 


(x-1)(x+1) 
x+3=x?2-1 Mm 0O=x-x-4 
Resolvemos esta última ecuación: x2-x-4 = 0, aplicandola la fórmula. 


2(1) 


. De la ecuación (iii): 


x+3 


x+1 
x+ 3 


= -(x - 1) 


=(x —- Mx + 1) 
06 = 1) 
0 


x+ 3 


2 
X +Xx+2 


J 


Resolviendo la ecuación: 2? + x +2 = 0; aplicando la fórmula: 


ESA MO 


Xx > >| 


Ñ 2a 2(1) 


+17 
2 


De las raíces halladas, el que cumple con la base x > 1;es: x = , por lo tanto 
1 


el conjunto solución de la ecuaciones: 


Ejemplo E Hallar el conjunto solución de la ecuación: | 3x- 11 = 12x+41 


Resolución: 


Aplicando la propiedad: 


Luego: 13x- 11 = 12x +41; Entonces: 


i) 3x-1 = 2x+4 v li) 3x-1 = -(2x+4) 
3x-2x = 4+1 3x-1 = -2x-4 


Ejercicio[1 + Hallar el conjunto solución | Ejercicio EN : Hallar el conjunto 
de la ecuación: | 5x - 1 1=x+7 


sl solución de la ecuación: Li A 
Resolución: x—- 1 


Resolución: 


Apr ] 
AREA . | 


Ejercicio : Hallar el conjunto | Ejercicio [4] : Hallar el conjunto solu- 
solución de la ecuación: lxX?-51 = x-8 | ción de la ecuación: l4x - 31 = 12x + 71 


Resolución: Resolución: 


Ejercicio 
decada una de las siguientes ecuaciones: 


: Hallar el conjunto solución 


A.14x-2l=x+13 B. I5x-1l = 3x+7 
C. |x - 8l = 4x +2 D. 12x + 51 - x=3 
E. 14x- 31-2x=25 F. lx-6l=4 
G.12x - 31 =15 H. 17x + 41 = 18 

L 15-3xl=11 J. 19-4xI=1 
K.13x+4l=6+x  L. 16x+1l=5- 4x 
M.I6-2x1+3 =x N. |4x+3l+5=6x 


O.15 - 3x1 -2 = 2x 


Ejercicio) : Hallar el conjunto solución 
de cada una de las siguientes ecuaciones: 


A.l2-31 = 3x+1 
B.12x2+3x| = 3- 2x 
C.I-2-51 = 3-2x 
D.16x?-4l= 1-x 
E.12x2+7xl = 8-x 
F.1-2-31 = 4x-3 
G.13x-1|= 2x+4 
H.lx?-6x1l = 9-2x 
L 12-41 = 3x+1 


Ejercicio Hallar el conjunto de 
solución de cada una de la siguientes 
ecuaciones: 


a Pl sa Na 
x+1 x-3 

GC. 3x+6 x+5 D ce ES 
x-2 x+4 

a (23-28. .rE7 
x-2 x+1 


EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
ECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO 


o. 123 -12-2x 

x+4 

A Sosa 2 Slax 
x+3 x-2 


EjercicioW£3: Hallar el conjunto solución 
de cada una de la siguientes ecuaciones: 
A.1x+3|=16-2x1 

B.14x-51 =1x+41 

C.12x+31 =112-x1 

D.16- 4x1 = 12-2x1 

E. 18x-31 = 13x-21 

E 25411 

G.1x?-61=1!x1 
H.12%2-31=13x+11 

L 13x2-41= 


16-4x1 


Clave de Respuestas 


20] B.C.S. =(-3;1/2) 


COS. =(-4 125) D. CS. (alo: E, LE 


12 


E.CS. =(-2-2W2 ; 2+242) ECO (a 210) 
(2113; 4-17) 


G.C.S. = [ -1:5/3) H.C.S. 


LOS. = e. aa 


O TS EE O 14/53. 144/53. -3+/53 
| 2 2 2 2 
C.CS.= (+ 13:54; 4) D.CS.=(-3:3:-5) 


2 


E.C.S.=(-3:3;-44 4/31) EEES pe a A 177. a 


4 


H.C.S.= a] Lasz pupa | 


HA 
| : 41 
| G.C.S. = [-2; -3;2, 3) H.CS. = Le: 1/2; 3-41 : ni] 


Li ue 2] 


3 


| MET IEA Esso... 18081 
] AAA 
| 

| 

t 


2.3.3 INECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO: 


Para resolver inecuaciones con valor absoluto, consideraremos dos casos: 


A 
Cuando una (Para que se cumpla esta 


inecuación pertenece a la for- propiedad “k”" debe ser 
ma: lal < b; para resolverla mayor o igual a cero) 
aplicamos la propiedad: 


Ejemplo A]: Hallar el conjunto solución de la inecuación: 12x + 31 < x + 1 


Resolución: e 
V A ú 


12x+31<x+1 > |-(x+1)<2x+3<(x+ 1)] 
(+ 1)<2x +3 


-Xx-1<2x+3 2x-x<1-3| 
-4 <3x 


(Conjunto (Conjunto 


Solución) Solución) 


y 
<-4/3; 00> 


Rpta. 


Ejemplo Bl: Hallar el conjunto solución de la inecuación: |x + 41 b3< 2x 

Resolución: 

+ Enprimer lugar transponemos términos para darle a la inecuación la forma: 
lalsk  ""  lx+4l<2x-3 


+ Ensegundo lugar, aplico la propiedad: lal<k => -k<a<k 


- (2x- 3) <x +4 < (2x - 3) 
-(2x-3)<x+4 x+4<(2x - 3) 


-2x+3<x+4 x-2x<-3-4 
-2x-x<4-3 -x<-7 


Ix+41<2x-3 


168. VWanuet Coneñas Haquiche Ó 


(Conjunto (Conjunto 
Solución) Solución) 
3 3 
[ -1/3; ox] [7; co] 


Rpta: : RR 
- 00 113 0 y EMM E A 


Ejemplo E : Hallar el conjunto solución de la inecuación: 13x - 21 < x + 8 


- (x + 8) < 3x - 2 < (x + 8) 
- (x +8) <3x - 2 


Resolución: 


13x -21<x+8 => 


-x-8<3x-2 3x-x<8+2 
-6 <4x 2x<10 
-3/2 < Xx (Conjunto 
Solución) 
(Conjunto Solución)| x > -3/2 | ni 


[E3/2; eo> a a < -0 5] 


Cuando una inecuación pertenece a la 
forma: lal > b; para resolverla; aplicamos la propiedad: 


Ejempio H]: Hallar el conjunto solución de la inecuación: 16x + 11 > 3 - 4x 
Resolución: 


Aplicando la propiedad: lal>b>a>b v a<-b se obtiene que: 


I6x+11>3-4x > |6x+1>3-4xj v |6x+1<-(3 - 4x) 


6x + 4x>3- 1 6x +1 <-3+4x 
10x> 2 6x - 4x<-3-1 


(Conjunto Solución) 2x<-4 


Rpta. 


Ejemplo | 2]: Hallar el conjunto solución de la inecuación: 12x + 5l > 9 + x 
Resolución: 


Aplicando la propiedad: lal>b —= a>bva<-b se obtiene: 


Px+51>9+x >|2x+5>9+x|v |2x+5<-(9+x) 


2x-x>9-5 2x+5<-9-x 
2x+x<9-5 

4 3x<-14 
- 


[4 y 2o0> <-00, -14/3] 


Ejemplo EXE Hallar el conjunto solución de la inecuación: Ix +31 > 2x+ 1 


Resolución: 
Aplicando la propiedad: lal>b > a>b v a<-b; se obtiene que: 


Ix+3l>2x +1 > [x+3>2x+1| v x+3<-(2x+ 1) 


x+3<-2x-1 
Xx>-2 x+2x<-1-3 


3x<-4 


3 
<-0o ; 2> a m <-00 ; -4/3> 


Im us, 
Recuerda Que: | 


m 


PANAS 
LIN 


Rpta. 


Ejercicio a: Hallar el conjunto solu- | Ejercicio 3; Hallar el conjunto solución 
ción de la inecuación: Ix + 31 +1 <3x de la inecuación: 13x +4l >8 +x 


Resolución: Resolución: 


Ejercicio [2]: Hallar el conjunto solu- | Ejercicio [4]: Hallar el conjunto solución 
ción de la inecuación: l4x + 31 > 2 - 5x | de la inecuación: lx +5l >3x+ 1 


Resolución: Resolución: 


PRRETIONMOO»>» 


EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
INECUACIONES LINEALES CON VALOR ABSOLUT 


Halla el conjunto solución de cada E Cla de R SAS 
inecuación siguiente. Escribir las ve de Respuestas 


respuestas utilizando intervalos: 


13x - 11<x+3 
lx + 31<x+6 
12x-71<8-x 

I5x + 91 <27 - x 
I2x+ 5l>-x+2 
16x + 4| > 18 - x 
14x - 11> 13 -2x 
13x + 5l+x<11 
17x + 101 - 28 >- 2x 
13x + 8l + 2x > 18 
13-x1+3x< 5 
116 - 3x1 + 14 <2x 


2.3.4 INECUACIONES CUADRÁTICAS CON VALOR ABSOLUTO 


Para resolver inecuaciones con valor absoluto, debemos tener en cuenta lo estu- 
diado en el Texto de 3” de Secundaria o sea las INECUACIONES CUADRATICAS; 
donde una inecuación se puede resolver aplicando: 


a) El Método de factorización b) El Método de Completar el Cuadrado 
Cc) El Método de los Puntos Críticos 


Ejemplo ¡l; Hallar el conjunto solución de la inecuación: lx? - 6l < x +4 


Resolución: 


En primer lugar; aplicamos la propiedad: lal<k > -k<a<k 


-(x+4)< x?-6< (x+4) 
ases] apre sna 


LK2-BI<x+4 > 


RA E A 


NEGRO 


-x-4 <x?-6 X*-x<4+6 


(1) .42) 


En segundo lugar resolvemos las inecuaciones (1) y (2): 


De la inecuación (1): O <xP+x-2 ">  x+x-2>0 
5 3 
Xx +2 
ye 1 
Luego: (x+ 2) (x- 1 ) > 0; los valores de «x» que anulan a los factores (x + 2) (x - 1), 


son: [x=-2 ly [x= 1l(Puntos Críticos). Estos puntos los ubicamos en la recta numérica. 


Después de colocar estos 
valores se forman tres zo- 
nas que hemos represen- 
tado por (Dn; y 


A continuación se toma un valor cualquiera de la zona(1) y se reemplaza en el primer 
miembro de la inecuación; por ejemplo: 


Donde: (x+2)(x-1) = (-3+2)(-3-1) = (-1)(-4) = 4 (positivo) 
Luego: Toda la zona (1) es positiva. 


+ Se toma un valor de la zona O y se reemplaza en el primer miembro de la 
inecuación; por ejemplo: | x = -1 | 


Donde: (x+2)(x-1) =( -1+2)(-1-1) =(1) (-2) = 2 (Negativo) 


Luego: Toda la zona Il es negativo. 


+  Setoma un valor de la zona qm se reemplaza en le primer miembro de la 


inecuación; por ejemplo: 


Donde: (x+2)(x-1) = (2+2)(2-1) = (4)(1) = 4 (Positivo) 


Luego: | Toda la zona lll es Positiva | 


Como la inecuación es: (x+2) (x- 1 ) > 0; nos interesan las zonas positivas vale 
decir las zonas (1) y (111) 


Luego: La respuesta es] <=; -2]Uu [l;o>| ....(a) 
De la inecuación (2): x? - x - 10 < 0; completando cuadrados: 


mitad de 1 es 1/2, el cuadrado de 1/2 = (1/2)? = 1/4 


Sumo o resto : 1/4: x* -x+ 12-10 < 0+1 


2 2 
(=-) La (2) < 4 
2 4 2 4 


Por Teorema: -— [41 < 2) < E 
4 2 4 
NA ¿1 A 
2 2 2 
Sumamos 1/2 a ambos miembros. NON < x ll gal < v41, 1 
2 a ana IRA 
1-/a1 1d 
¿A 
Luego: La respuesta es: eS E a .-- (B) 


+  Entercer lugar, hallamos la intersección de las expresiones (a) y (B), ha- 
ciendo uso de la Recta Numérica. 


Luego: El conjunto solución de la necuación: Ix?-6l <x+4;es 


as = Ed e U pa 


e : ARE A 


Ejemplo Lal: Hallar el conjunto solución de la inecuación: Ix? - 3xl > x - 3 
Resolución: 
En primer lugar, aplicamos la propiedad: lal>b > a>bwva<-b 


b?-3xl >x-3 => v  |x?2-3x<- (x-3) 


X?-3x-x+3>0 v x?2-3x<-x+3 


Luego; el conjunto solución de la inecuación: x? - 4x +3 >0es: 
CS =<owo;f>u<30> ..-(0) 


De la inecuación (2): x? - 2x-3<0 
La ? 
x 


=,-3 
¿PE 


Donde: (x - 3) (x +2) <0; los puntos criticos som: x= 3 y x= -1 


+ En tercer lugar, hallar la unión de las expresiones (a) y (B): 


Ejempid_4] : Hallar el conjunto solución de la inecuación: lx? - 3x1>4 
Resolución: 


En primer lugar; aplicamos la propiedad: lal > b >a>bwv a<-b 


b?2-3x1 > 4 


En segundo lugar, resolvemos las inecuaciones (1) y (2): 


De la inecuación (1): x?-3x-4>0 
bars 
Xu ,-4 


3 GE 


Donde: (x - 4) (x + 1) >0; los puntos críticos son: y 


De la inecuación (2): x-3x+4<0 
Pucato mitad de 3 es 3/2, el cuadrado de 3/2 es 9/4 
Sumo y resto 9/4: y el <0 
4 4 
: y 
(--3) < E => (=-3) a 
2 4 2 4 


MATEMITICA A PCOVFNAC 


En esta última expresión; como el primer miembro, está elevado al cuadrado 
resultará positivo; por lo tanto el conjunto solución de la inecuación x-3x+4>0 
será el conjunto vacio. 

Osea. C.S = Q  ...(B) 

Entercerlugar, hallamos la UNION de las expresiones (a) y (B) siendo dicha unión: 


<oo;-1] U [4;w> U $ 


Luego; el conjunto Solución de la inecuación Dé - 3x| > 4 es: 


ÉS SS ERDE > 


SN 


EJERCICIOS ON 


Ejercicio Ml: Hallar el conjunto solución de la inecuación: Ix? - 51 < x +3 


Resolución: 


Ejercicio 2! Hallar el conjunto solución de pm inecuación: b2-xl > 6 


Resolución: 


o E ci 


El EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE 


ey, INECUACIONES CUADRÁTICAS CON VALOR ABSOLUTO 
, EE e. , e 


Halla el conjunto solución de cada 
inecuación siguiente. Escribir las 
respuestas utilizando intervalos: 


A. po -4 < Xx+2 
2 

B. pe +8l < 7Tx-4 
2 

El b -3x > x+5 
2 

D. p -5x > 3x-12 


ETS =<1:;3> 
MUS = 13-41 


. CS =<0;1+ 413] u [6; eo> 


A 
B 
C. C.S =<-w;-1>Uu <5; 0o> 
D 
E. C.S =<-w -1>U< 3; > 
F 


Sal 


G. C.S = (- A 5] 
2 
E 161. ) 
y | == 00 
2 


H. CS = (-=;-3)U (1/2;00) 


E: po -2x-3 >0 


F. Pp” =x/- 12<0 
po -9x|-20 20 


H. px” +3x>3- —2x 


L pax sx <2x-2 
ba as 34133. > 
2 Í 6 
J. lax -q 23 
| y. CS =<->;-394] v[1; => 


K. [px” +3x| > 2x+15 PAS RA 


L l5x” +4x < 6-3x L. CS =<-2,3/5> 


Teorema: a <k > ok <a<xWvk;stk>0 


Teorema: a >b > ás 4b v a < -—vb 


Htanael Coveñas 


... existe un gran número de cuadrados invertidos? 


12 = 144 my 21? = 441 

13% = 196 um 312 = 961 

1022 = 10404 um» 201? = 40401 
103? = 10609 mp 301? = 90601 
1122= 12544 mm 211? = 44521 
113? = 12769 mp 311? = 96721 
1222 = 14884 mm 221? = 48841 


Intenta hallar otros. 


—— Y 


Máximo Número de Puntos 
de Corte y 

Operaciones 

con Segmentos 


INTRODUCCIÓN | 


En este capítulo hallaremos en cuántos puntos como máximo se cortan o intersectan 
una cierta cantidad de figuras planas. 


con la letra "M" representaremos al "máximo número de puntos de corte o 
intersección”. 


Ejemplo a] : ¿En cuántos puntos como máximo se cortan 4 rectas secantes? 


Resolución 
des ls 


+ Sean las rectas secantes L,, L), L; y Lg. 


e Para que se produzca el máximo número 
de puntos de corte, cada recta debe cortar 
a las otras tres. 


e Del gráfico: -M=6puntos Rpta 


Ejemplo 2] : Hallar el máximo número de puntos de intersección de 4 circunferencias 
secantes. 


Resolución : 


e Vemos que cada circunferencia se 
corta con cada una de las otras tres 
en 2 puntos. 


+ Luego el máximo número de puntos 
de corte es, 


Existen ciertas fórmulas que se deducen aplicando el Análisis Combinatorio, que nos permi- 
ten calcular en forma inmediata el maximo número de puntos de corte o intersección. 


FÓRMULAS BÁSICAS | 


1. MÁXIMO NÚMERO DE PUNTOS DE CORTE DE “n" RECTAS SECANTES 


LU 0 m> Donde: 
n = número de rectas secantes 


2. | MÁXIMO NÚMERO DE PUNTOS DE CORTE DE "C" CIRCUNFERENCIAS 
SECANTES. 


M=c(c-1) » Donde: 
c= número de circunferencias secan- 
tes. 


EN máximo NÚMERO DE PUNTOS DE CORTE DE "P" POLÍGONOS CONVEXOS 
DE "L" LADOS CADA UNO. 


M=L.p(p-1)  m» Donde: 
P = número de polígonos convexos de 
igual número de lados 
L= número de lados que tiene cada po- 
lígono. 


EN] MÁXIMO NÚMERO DE PUNTOS DE CORTE DE 2 POLÍGONOS CONVEXOS 
DE DIFERENTES NUMEROS DE LADOS. 
A M=2n > Donde: 
n = número de lados del polígono de me- 


AN nor número de lados. 


Poligono Mayor 
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FÓRMULAS DE COMBINACIÓN 


Las Fórmulas de combinación se derivan a partir de la siguiente fórmula general. 


E máximo NÚMERO DE PUNTOS DE CORTE ORIGINADO POR LA COMBINA- 
CIÓN DE 2 FIGURAS DE DIFERENTES ESPECIES. 


M=kn¿n> me, Donde: 

k = máximo número de puntos de corte de sólo 
NOTA: Las figuras pueden 2 figuras diferentes. 

ser: rectas, polígonos, circun- n,= Número de figuras de la primera especie. 
ferencias, elipses, etc. n¿= Número de figuras de la segunda especie 


EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE MÁXIMO NÚMERO 
DE PUNTOS DE CORTE O INTERSECCIÓN 


Ejercicio 6 : ¿En cuántos puntos como máximo se cortan 20 rectas secantes? 


Resolución: 


e. Porfórmula: E ad Según datos n=20 


A A 


(20— > se 
Entonces: Ma A 2 2 mm» M=190puntos Rpta 
Ejercicio 2) : Calcular el máximo número de puntos de corte de 40 circunferencias 
secantes. 


Resolución: 
e Porfórmula: M= c(c-1) donde c = 40 
Reemplazando: M= 40 (40 -1) nm M= 1560 puntos Rpta 


Ejercicio 9 : ¿En cuántos puntos como máximo se cortan 18 cuadriláteros convexos? 


Resolución: 


K de lados de un cuadrilátero 


e  Porfórmuta: M=L.p(p - 1) Según datos: L= 4 ; p=18 


M=4x 18(18 - 1) > M= 1224 puntos | Rpta 


Ejercicio 0 : Encontrar el máximo número de puntos de intersección de 48 


pentágonos Cconvexos: 
* de lados de un 
pentágono 


+  M=L.p(p-1); según datos: L= PB : q. Y 


M=5 x 48 (48 - 1) ad M= 11280 puntos | Rpta 


A los polígonos se les nombra según su número de lados. Veamos: 


Resolución: 


se Triángulo 

L=4 Cuadrilátero 

1=5 Pentágono 

36 Exágono o Hexágono 
LT Eptágono o Heptágono 
18 Octógono u Octágono 
L=9 Eneágono o Nonágono 
ES 10 Decágono 

L=11 Ondecágono 

E=4e Dodecágono 

E=áA5S Pentadecágono 

L=20 icoságono 

25 Polígono de 25 lados, etc. 


A 
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Ejercicio (5) : Calcular el máximo número de puntos de intersección de 10 triángulos 
secantes con 30 cuadriláteros secantes. 


Resolución: 


¡ATENCIÓN! 


Cuando nos dan dos o más grupos de figuras que se cortan el máximo número de 
puntos de corte se calcula según el siguiente procedimiento: 


1? Se calcula en forma separada en cuántos puntos se cortan cada uno de los grupos 
utilizando las fórmulas básicas. 


2? Calculamos los puntos de intersección originado por la combinación de dos figu- 
ras diferentes. 


3” Finalmente sumamos todos los resultados. 


e En primer lugar calculamos en forma separada el número de puntos de corte de: 
+ 1Otriángulos secantes: M, =Lp(p-1)=3x 10(10- 1) =» M,=270 
+ 30cuadriláteros secantes: M>=L.p(p - 1) = 4 x 30(30 - 1) mw» M,=3480 


e Ahora usamos la fórmula de combinación para hallar en cuántos puntos se cortan 10 
triángulos con 30 cuadriláteros. 


n,=30 cuadriláteros 


Para hallar “K" combinamos 2 figu- 


ras: 1 triángulo y 1 cuadrilátero. Mz =6x10x 30 


+ Finalmente la respuesta sería: 


M=M,+M,+M, 
6, [Poligono mayor] M=270+ 3480 + 1800 


K = 2(ít lados del polígono menor) 
K=2(3) M= 5550 puntos Rpta 


K=6 


Ejercicio 15) : Hallar el máximo número de puntos de corte de 12 exágonos secantes 
con 10 pentágonos secantes. 


Resolución: 


e Para 12 Exágonos secantes: M, = L.p(p - 1) =6 x 12(12 - 1) 


+ Para 10Pentágonos secantes: M, =L.p(p - 1)=5x 10 (10- 1) 
e Para 12 Exágonos y 10 pentágonos: 
Para Hallar K combinamos 1 exágono 


con 1 pentágono y vemos en cuántos Mz = 
puntos se cortan. 


M¿=10x12x 10 


e Finalmente: 


M=792 + 450 + 1200 


Rpta 


Ejercicio 7 : Calcular el máximo número de puntos de corte de 20 circunferencias 
secantes con 50 cuadriláteros secantes. 


Resolución: 


e 20Ocircunferencias: M, =c(c- 1) =20(20 - 1) ad 


e  50cuadhláteros: M>=L.p(p - 1) =4 x 50(50 - 1) > ¿M¿=9800. 


e 20circunferencias y 50 cuadriláteros: 
es MAR ds al paper 


M,= 8x20x50 


e Luego el total de puntos de corte sería 
M = M, +M, + M,= 380 + 9800 + 8000 


Rpta 
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Ejercicio 9 : Calcular el máximo número de puntos de intersección de 3 rectas 


S, S, S, 


secantes y 16 rectas paralelas. 


Resolución: 

e  Seanlas rectas secantes: S,,S, y Sg 
y las rectas paralelas: L,, Lo,...--sLyp 

e Máximo número de puntos de corte de 
las 3 rectas secantes: 


Mn 1) _ 33-1) 


M 
A 2 


M,=3 


+ Máximo número de puntos de corte de 
las 10 rectas paralelas. 


e Máximo número de puntos de corte delas 3 
rectas secantes y las 10 rectas paralelas. 


Como una recta secante con 


una recta paralela se cortan M, =kn,n, mo MS 3 rectas secantes 
en un punto. _n2= 10 rectas paralelas 
--.. =1x3x10 
Entonces: Ma 
M, =30 
e Finalmente, el total de puntos sería: M = M, +M>+Ma 
M= 3+0+4+30 


M= 33 puntos ] Rpta 


Ejercicio Ó : ¿En cuántos puntos como máximo se cortan 20 rectas secantes con 16 
circunferencias secantes? 


Resolución: 


n(n-1)  20(20-1) 
= an = -T na M,= 190 


e 16circunferencias secantes: M,=c(c-1)=16(16-1)  » M¿=240 


+ 20rectas secantes: M, 


e  20rectas secantes y 16 circunferencias secantes. 


M, = kn,n> mp 


M, = 2x20x16 


e Finalmente: M= M,+M,+My 
M = 190 + 240 + 640 
M unto: Rpta 
Ejercico : Hallar el máximo número de puntos de corte de 17 cuadriláteros y 22 
rectas paralélas. 
Resolución: 


+  17cuadriláteros: M,=Lp(p-1)=4x17(17-1) — »».  M,=1088 
e  22rectas paralelas: M¿=0 (Porque las paralelas no se cortan) 


e 17 cuadriláteros y 22 rectas paralelas. 


2x17x22 


. M=M, + M,+M, = 1088 + 0+748 mp 


FE 


Rpta 


Ejercicio $ : Calcular el máximo número de puntos de corte de 100 rectas siendo 40 
de ellas concurrentes. 


Resolución: 
e  Las40rectas concurrentes originan 1 punto de corte: MM =1 
e  Las60rectas restantes serán secantes: M, = 02 =» M¿=1770. 


e Las40rectas concurrentes y las 60 rectas secantes se cortan en: 


E 


e+ Luego: 
M=M, + M>+ Mz¿= 1 + 177042400 


Mg = 2400. + M=4i7ipuntos] — Apta 


Ejercicio a : Hallar el máximo número de puntos de corte de 25 eneágonos y 32 
rectas secantes: 


E 


Resolución: 
e 25eneágonos: M,=L.p(p-1)=9 x 25(25 - 1) mu 
n(n-1)  32(32-1 

e 32secantes:  M2= 2 SA 2 ) mp 
e 25eneágonos y 32 secantes: 

EZ LT, E 3] ó 

ERE E ii M3 = knjn, »» 

1 recta corta a un polígono convexo 


en 2 puntos. Entonces: M, = 2x25x32 


e M=Mjy+M)+M5= 5400 + 496 + 1600 
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Ejercicio 1 : Calcular el máximo nú- 
mero de puntos de corte de 40 rectas se- 
cantes. 


Resolución: 


Rpta. 780 puntos 


Ejercicio 2 :Sitenemos 36 circunfe- 
rencias secantes, ¿En cuántos puntos 
como máximo se cortan? 


Resolución: 


Rpta. 1260 puntos 


TALLER DE 


EJERCICIOS N? 


Ejercicio 3 : Hallar el máximo número 
de puntos de corte de 14 pentágonos con- 
vexos. 


Resolución: 


Rpta. 910 puntos 


Ejercicio 4  : Calcular el máximo nú- 
mero de puntos de intersección de 10 rec- 
tas secantes y 8 rectas paralelas. 


Resolución: 


Rpta.: 


125 puntos 


Ejercicio 5 : ¿En cuántos puntos 
como máximo se cortan 10 rectas se- 
cantes y 22 circunferencias secantes? 


Resolución: 


Rpta. 947 puntos 


Ejercicio 6 : Hallar el máximo número 
de puntos de corte de 12 cuadriláteros y 
14 rectas paralelas. 


Resolución: 


Rpta. 864 puntos 


Ejercicio 7 : Calcular el máximo nú- 
mero de puntos de corte 10 exágonos 
convexos y 14 circunferencias secantes. 


Resolución: 


Rpta. 2402 puntos 
Ejercicio 8. : ¿En cuántos puntos 
como máximo se cortan 8 rectas secan- 
tes, 9 circunferencias secantes y 10 cua- 
driláteros convexos? 


Resolución: 


NIVEL | 


Ejercicio $: Hallar el máximo número 
de puntos dé corte de 8 circunferencias se- 
cantes. 


A)40 B)72 C)56 D)48 E)42 


Ejercicio 9: ¿10 rectas secantes en 
cuántos puntos como máximo se cortan? 
A)45 B)35 C)50 D)70  E)J90 
Ejercicio 9 Encontrar el máximo nú- 
mero de puntos de intersección de 12 cua- 
driláteros convexos. 


A)740 B)580 C)420 D)528 E)618 


Ejercicio Ó: ¿Un pentágono convexo 
con un exágono convexo, en cuántos pun- 
tos como máximo se cortan? 
AJ10 B)12 C)5 D)6 E)15 
Ejercicio ¿Cuántas rectas secantes 
se necesitan para que originen un tota! de 
15 puntos de corte como máximo? 

Aj9 B)8  C)7 D)5 E)6 
Ejercicio : Un grupo de circunferen- 
cias secantes determinan 72 puntos de 
corte como máximo. ¿Cuántas circunfe- 
rencias son? 
AJg B)9 C)10 Dí B12 
Ejercicio : Calcular el máximo nú- 
mero de puntos de corte de 32 exágonos 
convexos. 


EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
MAXIMO NUMERO DE PUNTOS DE CORTE 


A) 6 482 B)5 952 C) 9540 
D)3410 E) 2 564 
Ejercicio : Determinar el máximo nú- 


mero de puntos de corte de un icoságono 
convexo con un pentadecágono convexo 
AJ8  B)15 C)40  D)30  E)20 
Ejercicio Si «x>» rectas secantes de- 
terminan un máximo número de puntos de 
corte igual a 28, hallar «x>». 


Ajo B)7  C)8 D)9 E) 10 
Ejercicio $ : Si «C» circunferencias 
secantes se Cortan en un máximo de 12 
puntos, «2C» circunferencias secantes se 


cortarán en un máximo de: 


A)24 puntos B) 36 puntos C)40 puntos 
D)28 puntos E) 56 puntos 


Ejercicio : Un polígono convexo y 
una recta secante en ¿Cuántos puntos 
como máximo se cortan? 
A)yi B)2 0)3 D) 4 E)5 
Ejercicio $: Si «x» pentágonos con- 
vexos se corían en un máximo de 30 pun- 
tos, ¿En cuántos puntos como máximo se 
cortan «x» exágonos convexos? 

A)36 B)42 C)28 D)30  E)60 
Ejercicio : Hallar el máximo número 
de puntos de corte de una circunferencia y 
un pentágono convexo. 

AJS BJ6  C)8 


D)10  EJ12 


Ejercicio $ : Un polígono convexo de 
23 lados con úna circunferencia. ¿En cuán- 
tos puntos como máximo se cortan? 


A)23 B)28 C)40 D)50 E)46 


Ejercicio : Un polígono convexo de 
38 lados con un polígono convexo de 50 
lados. ¿En cuántos puntos como máximo 
se cortan? 


A)1 900 
D) 66 


B) 950 
E) 100 


C)76 


Ejercicio $: 80 rectas paralelas, ¿En 
cuántos puntos como máximo cortan a una 
recta secante? 


A)80 B)40 C)160 D)140 E)90 


Ejercicio H: Hallar el máximo número 
de puntos de corte de 10 rectas paralelas 
y una circunferencia. 
A)10 B)12 C)15  D)J18  E)20 
Ejercicio H: Hallar el máximo número 
de puntos de corte de 4 rectas concurren- 
tes y 1 circunferencia (Nota: rectas con- 
currentes son aquellas que pasan por un 
mismo punto). 
Ag B)4  C)9 D)1i0 E)7 
Ejercicio : Hallar el máximo número 
de puntos de intersección de 13 rectas pa- 
ralelas y 4 rectas secantes. 

A)52 B)54 C)56 D)58  E)60 
Ejercicio $ : Calcular el máximo nú- 
mero de puntos de corte de un cuadriláte- 
ro cóncavo y una recta. 


A)2 B)3 
D)5 E)6 


C)4 


Ejercicio $ : Determinar el máximo 
número de púntos de corte de un tnángu- 
lo, un cuadrilátero convexo y una recta se- 
cante. 

AJ6 B)8  C)10 D5ó EJ12 
Ejercicio : Encontrar el máximo nú- 
mero de os de corte de un cuadriláte- 
ro convexo, un pentágono convexo y una 
circunferencia. 

AJ14 B)16 C)24 D)28  E)26 
Ejercicio : Hallar el máximo número 
de puntos de corte de un triángulo, una cir- 
cunferencia y 5 rectas paralelas. 
A)24 B)25 C)26 D)27 E)28 
Ejercicio $: Hallar el máximo número 
de puntos dé corte de 2 circunferencias y 
4 triángulos. 

A)86 B)78 C)84 


D)91  E)92 


Clave de Respuesta 


A 


Ejercicio ¿En cuántos puntos como 
máximo se cortan 12 pentágonos con- 
vexos con 10 rectas secantes? 


A)945 
D) 545 


B) 450 
E) 690 


C)845 


Ejercicio 9: Encontrar el máximo nú- 
mero de puntos de corte de 30 cuadriláte- 
ros convexos y 15 rectas paralelas. 


A)4 150 B) 3680 C) 1 480 
D) 2 830 E) 4 380 
Ejercicio : Hallar el máximo número 


de puntos dé corte de 80 rectas, siendo 50 
de ellas paralelas. 


A) 1950 B) 1 935 C) 1 995 
D) 1970 E) 183 
Ejercicio Ó: Hallar el máximo número 


de puntos dé corte de 60 rectas, siendo 20 
de ellas concurrentes. 


A)642 B) 1 842 C) 1 581 
D) 1351 E) 1273 
Ejercicio x Calcular el máximo núme- 


ro de puntos de corte de 15 circunferen- 
cias con 14 heptágonos convexos. 


A) 4 424 B) 7 281 C)3216 
D) 5608 E)N.A. 
Ejercicio : ¿En cuántos puntos como 


máximo se Cortan 3 eneágonos convexos, 
7 decágonos convexos y 1 circunferencia? 


A) 994 B) 1 021 C)2 002 
D) 1 847 E) 1046 
Ejercicio : Calcular el máximo núme- 


ro de puntos de corte de 8 octógonos con- 
vexos, 5triángulos y 7 exágonos convexos. 


A) 1882 
D) 1244 


B) 2 432 
E) 6 830 


C) 3560 


Ejercicio H: Hallar el máximo número 
de puntos de corte de 9 circunferencias, 6 
triángulos y 12 rectas paralelas. 


A)648 B)425 C)846 D)686 E) 1022 


Ejercicio : Encontrar el máximo nú- 
mero de puntos de intersección de 11 cir- 
cunferencias y 8 rectas concurrentes. 


A)486 B)572 C)728 D)287 E)782 


Ejercicio : Hallar el máximo número 
de puntos de corte de 16 circunferencias, 
14 rectas paralelas y un triángulo. 


A)812 B)248 C)560 D)648 E)816 


Ejercicio : Determinar en cuántos 
puntos como máximo se cortan «n» 
circunfeerencias y «n» triángulos. 


A)4n2-4n  B)6n?-4n 
D)10n2-4n E)n?+n-1 


C) 8n? - 6n 


Ejercicio ÑZ : Si a un grupo de rectas 
secantes se le agrega una más, el máxi- 
mo número de puntos de corte se duplica- 
ría. Hallar el número inicial de rectas se- 
cantes. 
AJi5S B)7  C)4 D)3 E)5 
Ejercicio : Determinar el máximo nú- 
mero de puntos de intersección de 20 rec- 
tas secantes, sabiendo que 6 de ellas pa- 


san por un mismo punto. 

A) 160 B)176 C)92 
D)172 E) 45 

Ejercicio £3De «m» rectas secantes «n» 


son rectas paralelas entre si. Encontrar el 
máximo número de puntos de intersección. 


a a o E 


A)(m-n(m+n-1)/2 
B) (m+n)im-n+1)/2 
C) (m+n)m/2 

D) (m? - n2)/2 

E) 2mn / (m + nm) 


Ejercicio : 4 rectas secantes y 3 
circunferencias secantes originan el mis- 
mo número de puntos de corte que «n» 
triángulos. Hallar «n» 


AJA B)5 C)J6  D)7  E)8 


Ejercicio : Hallar el máximo número 
de puntos de corte de "n” polígonos con- 
vexos secantes de "n" lados cada uno y 
de*n" polígonos convexos secantes de "n/ 
2"lados cada uno. 


A) 2n?(3n - 1) B) Sné(ón-2) 


o Tena 0-1 
E) +0 


Ejercicio $ : El máximo número de 
puntos de corte que producen un grupo de 
rectas secantes es igual a 8 veces el nú- 
mero de estas rectas. ¿Cuántas rectas 
son? 


A)15 B)16 C)17 D)19 E)21 


Ejercicio H: Si se duplica el número 
de rectas secantes, el máximo número de 
puntos de corte se quintuplica. Hallar el 
número inicial de rectas secantes. 


A)J10 B)8 C)7  D)5  E)3 


Ejercicio : Determinar el máximo 
número de púntos de intersección de 1 
triángulo, 1 cuadrilátero convexo, 1 pentá- 
gono convexo y 1 circunferencia. 


A)44 B)42 C)40 D)46 E)48 


Ejercicio $: Calcular el máximo nú- 
mero de puñtos de intersección de 2 
octógonos convexos secantes sabiendo 
que tienen un vértice común. 


A)13 B)14 C)15 D)16 E)17 


Clave de Respuestas 


Definición: Es parte de la linea recta comprendida entre dos puntos (incluyendo a 
estos) a los cuales se les llama extremos del segmento. 


Ejemplo: En la Fig.1 se observa a un segmento de extremos A y B 


Notación: 


AB: se lee “segmento AB” ó 
BA selee “segmento BA” 


LONGITUD DE UN SEGMENTO.- Todo segmento se caracteriza por tener una longitud 
que es un número real positivo que nos indica la distancia que hay entre los extremos del 
segmento. 


Ejemplo: En la Fig 2 vemos a un segmento cuyos extremos A y B distan 12 cm. 


ABóBA: Se lee "longitud del segmento AB" 
ó "distancia entre los puntos A y B". 


En laFig2: 
“AB=120m Ó también BA=120m 


CONGRUENCIA DE SEGMENTOS 


Definición.- Dos segmentos son congruentes si y sólo si tienen la misma longitud. 


' AB=CDoAB=CD 


Ejemplo: En la figura: AB=8 cm y CD=8 cm. 


D 
Gh Luego podemos afirmar que: 
A B 
H— om A ABACO 
c 4, 


= DA. 7 4 | 195 | 


A) (m-nim+n-1)/2 
B) (m + nX(m-n+1)/2 
C) (m+n)m/2 

D) (m? - n3) /2 

E) 2mn / (m + n) 


Ejercicio : 4 rectas secantes y 3 
circunferencias secantes originan el mis- 
mo número de puntos de corte que «n» 
triángulos. Hallar «n» 


AJ4 B)5 C)J6  D)7  E)8 


Ejercicio $H: Hallar el máximo número 
de puntos dé corte de "n” polígonos con- 
vexos secantes de "n" lados cada uno y 
de "n” polígonos convexos secantes de "n/ 
2"lados cada uno. 


A) 2n2(3n - 1) B) Sné(sn-2) 
2 

c) 7 (6n-3)  D) e m1 
2 

E) 5 (+0 


Ejercicio Ko - El máximo número de 
puntos de corte que producen un grupo de 
rectas secantes es igual a 8 veces el nú- 
mero de estas rectas. ¿Cuántas rectas 
son? 


A)15 B)16 C)17 D)19 E)21 


Ejercicio : Si se duplica el número 
de rectas secantes, el máximo número de 
puntos de corte se quintuplica. Hallar el 
número inicial de rectas secantes. 


A)10 B)8 C)7  D)5  E)3 


Ejercicio : Determinar el máximo 
número de púntos de intersección de 1 
triángulo, 1 cuadrilátero convexo, 1 pentá- 
gono convexo y 1 circunferencia. 

A)44 B)42 C)40 DJ46 — E)48 
Ejercicio $: Calcular el máximo nú- 
mero de puñtos de intersección de 2 
octógonos convexos secantes sabiendo 
que tienen un vértice común. 


A)13 B)14 C)15 D)16 E)17 


Clave de Respuestas 


Definición: Es parte de la línea recta comprendida entre dos puntos (incluyendo a 
estos) a los cuales se les llama extremos del segmento. 


Ejemplo: En la Fig.1 se observa a un segmento de extremos Á y B 


OPERACIONES CON SEGMENTOS.- Son tas diferentes operaciones que se pueden 
realizar con los números reales que representan a las longitudes de los segmentos. 


Ejemplo: Con respecto al a Fig. 3 realizar las siguientes operaciones: 


Resolución: 


+ DelaFig.3vemos que: AB=3m y BC=5m 


e  Reemplazando en cada operación: 
) AB+BC=3m+5m= Bm 


Rpta 
IM) AB.BC=(3mX5m)= 15m? Rpta. 
II) BC-AB=5m-3m= 2m- Rpta. 

Rpta. 


AB _ 3m 
W Ec” sm 


Y) dec? ab? = sm)? —(3mP = [257 -om? = Hi 
AXIOMAS IMPORTANTES: 
EN [+2 todo es igual a la suma de sus pa 


Ejemplo: En la Fig. 4 si AB=a y BC=b 


Rpta. 


q ms 


A A 


Ejemplo: EnlaFig.5 si AC=m y AB=n 


yor Y 


Problema VA Sobre una recta se toman los puntos consecutivos A,B,C y D tal que: 


AD=10m, ÁC=6m y BD = 7m. Calcular BC: 
A) 2m B) 3m C) 5m D) 6m E) im 
Resolución: 


e  Enprimer lugar realizamos un gráfico, de acuerdo a los datos: 


== 7 ] e Sea”x" la longitud de BC. 
A BC D + Del gráfico: 


<< i) AB=AC-BC =» AB=6-x 
a n=) li) AB+ BD=AD 
(6)+7=10  » -. x=3m, Rpta B 


=c 2. a 
Problema : Se tienen los puntos colineales A, B, C y D. Si: 4 BD + 3CD = 18 BC, y 
3AC -2AB ="20, hallar "AD". 


A)15 B)18 c)20 D) 25 E) 30 


e Según datos del problema: 
1. 3AC-2AB=20 


3b-2a=20. ....!) 


Resolución: 


A Br € D 


== 


x 


2. 4BD+3CD = 18BC 
4(x-a)+3(x-b)=18(b-a) 4x - 4a + 3x - 3b=18b - 18a 
7x=21b- 14a, sacando séptima: x=3b-2a .--(11) 


e Finalmente, sustituimos (I) en (II) » sE x=20 | Rpta.:C 


Problema): Si "O" es el punto medio de AB y M es punto cualquiera de OB, hallar el 


valor de "K" si: K = AM —MB 


OM 
A)1 B)2 C)3 D) 4 E) 0,5 
Resolución: 
+ Sea AOZOB=A" y [OMSbS 
e o 5 (a+b)-(a-b)_ 2b 


e Luego: K= 


a AA e 


- K=2]  Rpta:B 


Problema : Sobre una recta se disponen de los puntos consecutivos A, B, C y D, 
donde AD =2 AB. Calcular AD si BD? + 9 = 6BD. 


Ay1 B)3 C)6 D)9 E) 10 


Resolución: 
A B c D e Sea AD=x. , según datos: 


A] aD=2a8= ASENIA! 
x e Hacemos BDza. 


1 1 AO 1 1 a 


E =-— » - = 
06 AC “OBUE2AO b a+b b?+2a 


aB-»Y"_ a A A 
e > = >ab+pb" =p +2a 
b(a+b) b?*+2a ab+b? b?+2a E 


eb=21 =>  b=2 au..(2) 


+  Reemplanzando (2) en (1): Rpta.:C 


Problema 7) - Sobre una recta se toma en forma consecutiva los puntos A,B,C y D. 


. AB CD 
SiAB=a, CD=b, y AC + Bb = 1, Calcular "BC" 


a+b ab ab a 
AS DE CO Do E) Vab 


Resolución: 


+ Sea BC C=x= 2 


A B Cc D 

E A + Según datos: 

la E DA AB CD 
AC BD 


b Pe a(x+b)+b(a+x)_, 
a+x xX+b (a +x)(x +b) 


a(x+b)+b(a+x)=(a+x)(x+b) => pá+ab+ab +Bx=x”+ 2% + Dx + ab 


ab=X* >  x=Wab Rpta.:E 


Problema 1 : Se tienen los puntos 
colineales y consecutivos A,B,C y D, ta- 
les que: AB=2CDyAB+2AC+3AD= 
BD - 3BC + 42. Calcular "AC" 


Resolución: 


Problema 2 : Sobre una recta se ubi- 
can los puntos consecutivos A,B,C y D 
de tal manera que: AC = 6,BD = 8, y AB 
+ CD = 4. Hallar "BC". 


Resolución 


Problema 3: Dado los puntos 
colineales M,A,B y C tales que BC= 3AB. 


Calcular: 


Resolución: 


Problema “4” : Sobre una recta se to- 
man los puntos consecutivos: 
A,B,C,D,E, tales que: AC + BE = 20 y 
AE = BC + 12, hallar "BC" 


Resolución: 


Problema 5 : Se tienen los puntos 
A,B,C sobre una línea recta que cumplen 
la condición: 


1 de 2 , 
A hallar "AB" si BC = 8 


Resolución: 


Problema 6 : Sobre una recta se 
tienen los puntos consecutivos A,B,C y 
D tales que AB . BD = AC.CD. Calcular 
"AB" si CD = 7. 


Resolución: 


Rpta. AB=7 


Problema 7 : Dados los puntos colineales 
A, A M, O, R, donde "O" es punto medio de 
AR. Hallar MO si MR-MA=18 m. 


Resolución: 


Problema 8: Se ubican los puntos A, 
B,C y D sobre una recta de modo que: 
AC = 5; BD =3. Hallar "BC* si 

1 dl 1. 4. 
AB CD 7-2BC 


Resolución: 


NIVEL |! 


: Sobre una recta se ubican 


Ejercicio 
los puntos Consecutivos A, B, C, D tales 
que «B» es punto medio de AC. Calcular 
«BD» sabiendo que: AD + CD = 18 


AJ3 B)6 C)9Y  D)12 E)J18 

Ejercicio Ó: Sobre una recta se tienen 
los puntos consecutivos A, B, M, C, donde 
«M» es punto medio de AC. Sabiendo que 


BC - AB= 24, calcular «BM». 


p)12 


Ejercicio AS, : Los puntos colineales 
A,B,C,D, satisfacen las siguientes condi- 
ciones: 


A)J5  B)6  C)8 E) 18 


BC_ AB 
+ =1 


AB=2;CD=3; AB'BD” 


Hallar «BC» 
A)o,5 B)0,75 C)1 D) 1,25 E)1,5 


Ejercicio 9 En una línea recta se tie- 
nen los puntos consecutivos: A,M,N,B, ta- 
les que: 


BN-AM=1 y además: 
2AM + 3AN=5NB, hallar «MN» 
A)3/5 B)2/3 C)4/3 D)5/3 E)1 


Ejercicio * Sobre una recta se toman 
los puntos Consecutivos A, B, C, D, E. Si 
AB + CE= 18; BE-CD= 10 y AE - DE = 
12, hallar «AE». 


EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
OPERACIONES CON SEGMENTOS 


A)1O BJ20 C)40 D)30 E)25 
Ejercicio 9 Sobre una linea recta se 
consideran los puntos consecutivos A, B, 
C, D, E, FR G, H. calcular «AH» si BG = 
2AH /3,CF=3BGI5 y además: AD + BE + 
DG +CF + EH = 31 
Ay12 B)14 C)15 D)17 E) 31 
Ejercicio : Sobre una recta se dan 
los puntos cónsecutivos A, B, C y D, don- 
de BD = 8 y (AB - CD) (AD + BC) = 36. 
Hallar «AC» 

Ajg B)10 C)12 D)1i4- E)J16 
Ejercicio : De una cuerda de cierta 
longitud se ulilizan la cuarta parte, más 4 
metros. Luego la tercera parte de lo que 
sobra, más 3 metros, y finalmente la mi- 
tad de lo que queda, más 2 metros, so- 
brando todavía la sexta parte de 1 metro. 
¿Cuántos metros se utilizó en la primera 
vez? 


A)im B)5m C)20mD)8m EJ9m 


Ejercicio EY: Sobre una recta se toman 
los puntos consecutivos A, B, C y D, de 
tal manera que: AD = 24m ; AC = 15m; 
BD = 17m. Hallar «BC» 


Ajim B)7/m Cj8m Dm  Bji0m 


Ejercicio : Sobre una recta se dan 
los puntos consecutivos M, A y B siendo 
«O» punto medio de AB. Calcular «MO» 
sabiendo que MA =12myAB=16m 


Watemálica 
A)18m B) 30 m C) 20 m 
D) 24 m E) 36 m 
Ejercicio : Se tienen los puntos con- 


secutivos A,B,C y D sobre una recta. 
Hallar "AC* si: BC =CD=28;CD-AB=7 
A)J48  B)49 C)50  D)J54  EJNA 


Ejercicio : Sobre una línea recta se 
ubican lo puñitos consecutivos A, B, C, D, 


OH wea (AS 
Ejercicio : Sobre una recta se toman 
los puntos Consecutivos A, B, C y D de 

od  2- Y AC =3,BD=2 
a 
Hallar “CD”. 

A) B)2 C)O.5  DJ15  EJNA 
Ejercicio : En una recta se tiene los 


puntos consecutivos A,N,G,E,L, siendo N 
y G los puntos medio de AE y NL, res- 
pectivamente. Hallar “AE”. 


a: AE 
'NTAE sm 


AJ1O B)40 C)20 D)30  EJNA 


Ejercicio (4: Una hormiga camina sobre 
una línea recta del punto A hacia el punto 
B, si al llegar al punto M (“M” es el punto 
medio de AB) decide retroceder hasta el 
punto “P* y se da cuenta que la distancia 
de P hasta M es la cuarta parte de la dis- 
tancia de P hasta B. Calcular "AB" si la 
hormiga ha recormido 72m. 


A)81 m 
D) 54 m 


B) 36 m 
E) 108 m 


C) 45 m 


E.Si: AD+BE=20 y BD=AE/4 
Hallar "BD* 


AJ4 B)10 C)5  D)12 EJ8 


Ejercicio sar una recta setienen los 
puntos con ivos A, B, C, Dy E, tal que 
"C" es el punto medio de AE; BC +DE=15 
y además: 

2AB + 3BC + 4CD + 5DE = 84. Hallar"AE" 


A)36 B)32 C)23 D)24 E)42 


Ejercicio 9 Sobre una recta se ubican 

los puntos Consecutivos A, B, C y D detal 

manera que AB . AD = 3BC . CD y ade- 
1 4 


S: £o Ac =15 Hallar AB 


A)1/15 B)5 0)1/5 
D) 15/2 E) 2/15 


Ejercicio (): Los puntos A,B,C y D de 
una recta soh consecutivos tales que "AB" 
es la media aritmética de "AC" y "CD". 

Si: BD?= 4BD - 4, hallar "AD" 


A)1 B)2 C)3 
D)4 E)5 

Ejercicio : Sobre una recta se tienen 
los puntos consecutivos A,B,C, y D detal 


manera que: 


AO 
ec coDY AB A 


[ 206] Manuel Coveñas Maquiche EE 


Hallar”AC* 
AJ5 B)8  C)12  D)6 E) 4 
Ejercicio : Sobre una recta se consi- 


deran los púntos consecutivos M, N, P y 
Q. Si"A” es punto medio de MN, "B" punto 
medio de P(), MP=a, AB=b. Halle "NQ". 


A)a+b 
D) 2a - b 


B)a-b 
E) 2a - 2b 


C)2b-a 


Ejercicio 9 En una recta se conside- 
ran los puntos consecutiovs A,B,C y D 
siendo "C” punto medio de AD. Hallar: 
BD-BA 
3BC 

AJ2  B)23 C)3/2 D)1i  EJ1/2 
Ejercicio : Sobre una recta se tienen 
los puntos consecutivos A, B y C, luego 
tomamos los puntos medio M y N de AB y 
MC respectivamente. Si AB=BC, indicar la 
alternativa correcta: 


AJAM=NC— B)AM=2BN C)MB=BN 
D)MB=NC E)MB=2AB 


Ejercicio $: Sobre una línea recta se 
considera loS puntos consecutivos A; B; C 
y D, si: AC + BD = 5(AB + CD) y AD= 12. 
Calcular la longitud de BC. 


A)J6 B)8 C)9 
D) 10 E)7,5 
Ejercicio : Sobre una linea recta se 


considera loS puntos consecutivos A;B;C 
y D, si el punto “C* es el punto medio de 


3 a BZ 
AD, además: CD 3 YAD=18 


Calcular la longitud de EC. 


AJ6  B)9 C)12 D)8 E)10 
Ejercicio $: Sobre una línea recta se 
considera loS puntos consecutivos A;B; C 
y D, si: 

AC+AB=18 

BD+CD=12 
Calcular la longitud de AD. 
Aay12 B)14 C0)15 


D)16 E)19 


Ejercicio $ Sobre una línea recta se 
p 


considera | untos consecutivos A; B; C 
D,d d m7 na 
y D, de modo que: BD CD 


Luego, podemos afirmar que: 


A)2AB=AB+CD 
B)AB.CD=AD.BC 


C)CB?=AB.CD 
1 1 2 

D) AB'*BC AD 

E)AB=CD 


Ejercicio $: Sobre una línea recta se 
considera loS puntos consecutivos A; B; C 
y D, de modo que AB=27m;yAB.AD= 
n . BC. CD, hallar "n”, si además: 


LA 
CD AC 9 
AJ3 B)1 CjJ9 DJ4  E)2 


Clave de Respuestas 


El apituto. ELEMENTOS 


| DE 
_ 4) GEOMETRÍA 


é La Geometría: Es una rama de la matemática que tiene por objetivo estu- 
diar las propiedades y relaciones de las figuras geométricas. 


é Figura Geométrica: Es cualquier conjunto de puntos. Una Recta, un án- 
gulo, un prisma, un clindro; ... etc. Son Figuras Geométricas. 


(Recta L) (Ángulo AOB) (Prisma) (Cilindro) 


dá Geometría Plana: Estudia las figuras consideradas en un plano. 


dá Geometría del Espacio: Estudia las figuras cuyos puntos no están en un 
solo plano. 


4.2.1 CONCEPTOS GEOMÉTRICOS FUNDAMENTALES 


Cuando una idea es tan sencilla que no hay necesidad de definirla o explicarla se 
dice que es un concepto “primitivo” o que es un concepto “fundamental”. En este 
capítulo vamos a considerar cuatro conceptos primitivos que son: Punto, Recta, 
Plano y Espacio. 


La idea de un punto es fundamental! y por eso no se define; en vez de definirla 
podemos poner ejemplos que nos dan idea de la existencia del punto, tales son: 


é Lamarca dejada en el papel por la punta aguda de un lápiz. 
é Un grano de arena. - La punta de un alfiler. - Un punto Ortográfico, etc. 


Al punto como ente matemático lo consideramos carente de dimensiones. 


El punto se representa por una 
marquita redonda (.) o por un 
Aspa (x) y se nombra o designa 
por una letra mayúscula tal como: 


Nos da la idea de recta el borde de la pizarra o de la mesa, un hilo tirante, etc. 
Una recta se nombra o designa generalmente con una letra minúscula tal como 
“I” o con dos letras mayúsculas que corresponden a dos de sus puntos tal como: 


<> 
A y B y se denota por AB que se lee "recta AB" 
Ejemplo: 


<> 
l : Se lee: "Recta I" 


A B 
E A 


“o S ; 
AB : Se lee: "Recta AB" recta AB; recta AC; recta AD 


$  Unarecta no tiene principio ni fin. 
é  Larecta es ilimitada en sus dos sentidos. 
fé Larecta es un conjunto infinito de puntos. 


Nos da la idea de Plano la superficie de una mesa, las paredes del aula el piso, el 
techo, etc. 


Los planos se representan por paralelogramos y se nombran o designan con 
letras mayúsculas. Así: Los planos P y Q. 


Se lee: Punto P Se lee: Plano Q 53 


ITZA Man 
Espacio | 


La idea de espacio es también primitiva no la vamos a definir. El espacio se extiende 
indefinidamente, cada lugar del espacio es un “punto”. El conjunto de todos los puntos 
imaginables llena el espacio en su totalidad. 


O sea: espacio = (puntos) 


so 
Sea una recta cualquiera AB y sobre ella tomamos un punto “O” entre A y B (Ver figura) 


Mises. =8 La semirrecta OA 


O B gr 
SA Lasemirrecta OB 


Llamaremos rayo a la figura formada por una semirrecta y su punto de origen. 


—» 


Rayo OB 


AS A : 


Dada una recta AB 


Ahora obervemos que entre A y B hay un punto C. Entre C y B habrá otro punto D; 
entre D y B otro punto E y así sucesivamente. Por lo tanto entre A y B habrán muchísi- 
mos puntos que no podemos decir cuántos. Pero sí 
podemos afirmar que entre A y B hay un conjunto de 
puntos, a este conjunto de puntos que hay entre A y 
B le llamaremos “segmento de recta”. Segmento de Recta AB 


240 Manuel Coucñas Haquiche > 


o—. 
a)  Unsegmento AB es abierto por la izquierda y O ——— 
cerrado por la derecha cuando no contiene sup A AB B 


al extremo A, pero sí contiene al extremo B. 


b) Un segmento ABes abierto por la derecha y 


A 0 
cerrado por la izquierda cuando no contiene há A AB B 
al extremo B, pero sí contiene al extremo A. 

c) Un segmento AB: es abierto por la izquierda y np O 
por la derecha, cuando no contiene a los ex- A AB B 
tremos A y B. 

.—. 

d) Un segmento AB es cerrado por la izquierda nm» —=w 2 
y por la derecha, cuando contiene a los ex- A AB B 
tremos A y B. 


Meson pe un Seco A > 

- _-á——Éásá|]——— 
Para medir un segmento se usa una regla 
graduada como se indica en la figura. 


Para medir un segmento se procede como sigue: 


é Colocar la división cero (0) de la regla exactamente en el extremo A del segmen- 
to. 


é  Leerlalongitud o medida del segmento, según el número de la regla que coinci- 
de con el extremo B. 


é La medida de AB en la figura, es 5 cm. y se escribe: [m(AB)=50m.! 


é Por facilidad escribiremos simplemente AB para indicar la longitud del segmento 


Observación: 


Si A y B están a la misma | Si A y B están más aleja- | Si A y B están más cerca 
distancia que E y F, se dice | dos en comparación que E| que E y F, se dice que AB 
que AB y EF son segmen- | y F se dice que AB es ma- | es menor que EF 


tos congruentes yor que EF (as <E] 


Representación 
Simbólica 


Dos segmentos son congruen- 
tes cuando tienen la misma Cc D 

longitud. AB es congruente TAB<CD | 
con CD si: AB=CD 


Dos o más segmentos se llaman consecutivos, si cada uno tiene con el siguiente un 
extremo común. Si los segmentos consecutivos están contenidos en una misma recta, 
se llama segmentos colineales y si no están contenidos en una misma recta, se llaman 
poligonal. 


AB ; BC ; CD; y DE son seg- 
mentos cosecutivos. (Segmen- 


to Colineales). Los segmentos NO COLINEALES AB ; 


BC; CD y DE forman una Poligonal 


En esta recta el número asignado a cada parte se llama coordenada. 
Así tenemos que: A(-6); B(-4); C(-2); D(2); E(4) y F(6) 


A cada par de puntos diferentes de 
una recta le corresponde un número 
positivo Único. 


Ejemplo (1): Halla la distancia que existe entre los puntos A y C de la figura anterior. 
Resolución: 


AC = 1(-2 — (6)! =1-2 + 6l =141 =4 o también 
CA = 1(-6) - (22)1 =1-6 + 21 =|-41=4 


Ejemplo 2 : Halla la distancia que existe entre dos puntos B y E de la figura anterior. 
Resolución: 
EB = 1(4) — (4) = 4-4) ='+81=8 ó también 
BE = 14 — (4) = 14 + 41 = 18: = 8 EY 


Consideremos la idea de longitud. Con frecuencia utilizamos otras plabras como altu- 
ra, distancia, para describir esta idea. Por ejemplo, hablamos de la longitud de un 
pedazo de cordel, de la distancia entre dos ciudades o de la altura del mástil de la 
bandera; pero entre todas estas frases encontramos la misma idea. Damos ha enten- 
der que hemos elegido una unidad de medida y damos un número que aproximada- 
mente indica cuántas de estas medidas de estas unidades están contenidas en la 
longitud, distancia o altura a que nos estamos refiriendo. 


La longitud de un segmento es un número que compara su tamaño con el tamaño de 
un segmento unidad. 


Z=C INatemáte 
Punto Medio de un Segmento: Sea el segmento AB y un punto P e AB; tal 
que A — P— B. (Se lee: "P está entre A y B) 


— p. 


Si la región S tiene un contorno que es una poligonal, el perímetro de S es la 
longitud de esta poligonal. 


Perímetro de S=7+4+3+6+4+10 


mn — 


Ejercicio A]: El perímetro de un trián- || Ejercicio 3l : ¿Cuál es el perímetro 


+cC, donde: a; b y c son la longitudes de 
los lados del triángulo. Utilice esta fór- 
mula para hallar las partes que faltan de 
cada fila de la tabla. | 


Ejercicio : Una fórmula para el pe- 
rímetro de la zona rectangular sería: 
P= L+ ó qe z * 
El . Ejercicio la]: ¿Cuál es el perímetro 
de cada región? 


Complete el 

enunciado con 

los números que 
pe en cada: A 


Utilice la fórmula del perímetro del rec- 
tángulo para hallar los números que fal- || Resolución: 
tan en cada parte de la tabla. 


La geometría se construye partiendo de ciertas proposiciones, cuya verdad se acepta 
sin demostración a dichas proposiciones se les denomina axiomas o postulados. 


O  Enuna recta hay infinitos puntos. 


O Fuera de una recta hay infinitos puntos. 


O)  Porun punto pasan infinitas rectas. (4  Pordos puntos diferentes pasa una 
y sólo una recta. 


15) Dos rectas diferentes si se cortan, (6) En un plano hay infinitos puntos. 
se cortan en un solo punto. 


OQ Fuera de un plano hay infinitos 6 Por tres puntos no colineales pasa 
puntos. un solo plano. 


O  Pordos puntos diferentes pasan in- 110) La intersección de dos planos no 
finitos planos. Por una recta pasan paralelos, es una recta. 
infinitos planos. 


Ejercicio ¡1:: Dar 5 ejemplos que den 
la idea de punto. 


Resolución. 


Ejercicio [2]: Observa la figura, nom- 
bre e indique el total de segmentos: 


Resolución: 
AB, BD, ED 


Recta AB: 

Rayo PQ: 

Semirrecta MN: 

Longitud de segmento AB 
Recta m: 

Rayo QP: 


| Ejercicio|4+: Dado los putos P, Q, RA, T, 
de la recta m, diga si es verdadera (V) o 
falso (F) 


» PQUPR =PR 

PRONOQT =0R 

— .» es 

PQuUOQOR =PR 

— == o> 

PTAPR =PQ 
Ejercicio (5): Dado los puntos A, B, C, 
D y E, trazar todos los segmentos posi- 
bles, nombrarlos e indicar el total de seg- 


mentos. 
Resolución: 


AB 
AC 


Total: 10 Segmentos 


Ejercicio 6: Con respecto a la figura: 


a) ¿Cuántos puntos están indicados? 
b) ¿Cuántos planos están sugeridos? 
Nómbralos 
Resolución: 


Ejerciciol 7): Con el siguiente cuerpo || Ejercicio [9] : Considerando la siguien- 
geométrico completar los siguientes || te figura: 
enunciados: Y 


A B 
a) Por "V" pasan los planos: ............. 


d) AB+BC-AC= 
e) JAB? +BC? = 


Ejercicio [10] : Según la figura, escribir 
verdadero (V) o falso (F): 


a) PS=O0R 
b) PQ =SQ 
¿Cuántas aristas (intersección c) QOR=ROQ 
de dos planos) se forman? .............. d) QOS=PQ 


¿Cuántos vértices (intersección e) PS=SR - 1 () 
de tres planos) se forman? .............. f) SQ?= SP? +SR?—SP.SR ( ) 


4.3.1 POSICIONES RELATIVAS DE DOS RECTAS DE UN PLANO 


Dos rectas sobre un plano pueden ocupar las siguientes posiciones: 


Figura | ; 
id Figura ll 


a)  Rectas Secantes: Dos rectas son secantes si tienen un sólo punto en co- 
mún. (Ver figura 1). 


b)  Rectas Paralelas: Son aquellas que no tienen ningún punto en común. 
También se les define como aquellas que situadas en un mismo plano con- 
servan la misma distancia. 


o > 
En la figura Il, observamos que las rectas RT y PM no tienen ningún punto común. 


De donde: 


Las rectas paralelas se denotan de la sigueinte manera: 


[REnén | (se lee: recta RT paralela a la recta PM) 


4.3.2 Posiciones Relativas de una Recta y un Plano: 
Una recta y un plano pueden ser: 


a) Recta Contenida en el Plano, si dos puntos 


cualquiera de la recta son puntos del plano. á P 
Es decir: 
—o ES B 
Sk AB n Plano P = AB 


—o 
Entonces: AB € Plano P 


b) Recta Secante al Plano. Si la recta y el pla- 
no tienen un solo punto en común. /e/ 


<> 
Así en la figura la recta AB y el plano P tie- 
nen un punto común. 


> 
Es decir: Si AB n Plano P = Punto = (0) 
Entonces: AB es la recta secante al plano P. 

c) Recta Paralela al Plano. Si la recta y el pla- A B 
no no tienen ningún punto común. > 


—O 
Así en la figura la recta AB y el plano P no 
tienen punto común. 


> 
Es decir: Si AB ” plano P =09Entonces: la 
recta AB es paralela al plano P 


4.3.3 Posiciones Relativas de Dos Planos 
Dos planos diferentes en el espacio son secantes o son paralelos. 


a) Sila intersección es una recta, los planos se 
llaman secantes. 
Así: E 
Si plano P n plano Q = AB 


Entonces: 
P y Q son planos secantes. 


b) Si no hay intersección entre los planos, los 
planos son paralelos. 
Asi: 
Si plano P n plano Q = Y 


Entonces: 
P y Q son planos paralelos. 


4.3.4 Posiciones Relativas de Dos Rectas en el Espacio. 
Pueden ser: Secantes o Alabeadas. 
En la pa 


ñ H A ¿E oros 
FÉ son secantes y 
d son rectas que se cruzan o 
rectas alabeadas. 


——— 
SOSA 
AS ARAC E E 


INCUR A MATI 


Ejercicio): Señalar con (V) lo verdadero y con (F) lo falso. 


Ñ Rectas alabeadas son aquellas que no se intersecan y no son paralelas. 

**  Lalínea de máxima pendiente de un plano "P* respecto a un plano secante 
"S" es aquella perpendicular trazada desde un punto del plano "P" a la 
intersección de ambos planos. 

=** La máxima distancia entre dos rectas que se cruzan en el espacio es la 
longitud del segmento perpendicular a ambas. 


A) VVV B) VFF C) VFV D) FFV E) VVF 
Resolución 
8 Es verdadera: * Es verdadera, Ejemplo: 


Ejemplo L, y L, son dos rectas 
ALABEADAS (pertenecen a planos 
diferentes) 


+ Es falsa porque la longitud del segmento perpendicular a ambas rectas es la 


MÍNIMA distancia y no la máxima. 
¡NYRJY Rpta E 


Ejercicio 2 : Responder si las proposiciones siguientes son verdaderas (V) o tal- 
sas (F). 
l.. Dosrectas paralelas son aquellas que no tienen puntos comunes. 


ll. Por una recta pasan infinitos planos 
Ill. Dos rectas perpendiculares a un mismo plano, son paralelas entre si. 


A) VVV B) VVF C) VFV D) FVV E)FFF 


Línea de máxima 
pendiente 


Resolución: 


L Esta proposición es Falsa, porque existen rectas que no tienen puntos comunes 
y no son paralelas, ellas son las rectas alabeadas o cruzadas (que pertenecen 
a planos diferentes): . 


L, y L, no tienen 
puntos comunes 
y no son parale- 
las. 


Il. Esta proposición es Verdadera. Ill. Esta proposición también es Verdadera. 
Ejemplo: Ejemplo: 


L Plano Q jun E 
J Plano Q 


Ejercicio 6: Cuando dos planos son perpendiculares: 


A) Todo plano perpendicular a uno de ellos es también perpendicular al otro. 


B) Toda recta perpendicular a la intersección de ambas debe estar contenida en 
uno de ellos. 


C) Todas las rectas de uno de ellos son perpendiculares a las rectas del otro. 
D) No siempre se cortan 


E) Todo plano perpendicular a su intersección es perpendicular a ambos. 


Resolución: 


é La alternativa correcta es la E. Veamos 


Ejercicio) :  Delas siguientes afirmaciones cuántas son incorrectas? 


L Dos planos al intersectarse pueden hacerlo en un sólo punto. 
”M.  Lasrectas alabeadas pertenecen a un solo plano. 
Ill. La proyección ortogonal de un triángulo sobre un plano es siempre un triángulo 


A)! B)!I C) 1,1 D) 1, !l, 111 E) 11, 11 
Resolución: 
é Analizamos cada afirmación 


L- Es Incorrecta, porque dos planos al intersectarse siempre lo hacen en una Recta. 
lM.- Es incorrecta, pues las rectas alabeadas o cruzadas, pertenecen a planos dife- 
rentes. 
IIl.- Es incorrecta, porque la proyección ortogonal de un triánguo sobre un plano en 
algunos casos puede ser un segmento. 
Rpta D 


Ejercicio(f): Señale verdadero o falso: 


() Un plano tiene un número finito de puntos 
(_) Para determinar una recta se necesita como mínimo tres puntos. 
(_) Por un punto pasan infinitas rectas 


A) VEF B) FFV C) FVV D) VVWV E) VFV 


Resolución: 

+  Laprimera proposición es FALSA porque un plano tiene un número infinito de puntos. 

+» Lasegunda proposición es FALSA porque para determinar una recta se necesi- 
tan como mínimo DOS PUNTOS. 


+  Latercera proposición es VERDADERA. ¿e 
-. KEEN Rpta B 


Ejercicio ó: Si una recta AB es parale- 
la a un plano P, ¿Se puede afirmar que un 
plano R que pasa por la recta AB es parale- 
to al plano P. ¿Por qué? Haga un dibujo. 


Ejercicio ó: Si dos planos P y Q son 
paralelos. Un plano S secante a los pla- 
nos P y Q determina intersecciones en 
cada plano. ¿Pueden ser paralelos estas 
intersecciones? Haga un dibujo. 


Ejercicio é: Contestar: 

a) ¿Cuántos planos son necesarios para 
determinar un punto? 

b) ¿En cuántos planos puede estar un pun- 
to dado? 

c) ¿Un punto puede estar en tres planos 
a la vez? 

d) ¿Una recta puede estar en tres planos 
a la vez? 


Ejercicio Ó: Con los puntos, rectas y 
planos sugeridos por la figura, completar 
los siguientes enunciados para que sean 
proposiciones verdaderas. 


a) Plano EFG n plano... = HG 
o e. 
b) HA y ED son rectas....... 


o XX 
c) Si HE .... AD= 49, Entonces: 
Oo e-—eS 
HE. AD 


Ejercicio Ó: Tres planos ¿Pueden 
cortarse en una recta? ¿En dos rectas? ¿En 
tres rectas? Haga un dibujo para cada caso. 


Ejercicio Gen la siguiente figura; diga 
si es falsa o verdadera cada una de las 
siguientes proposiciones: 


Oo <> 
a) ABNAAB'=9Y 
o —>eR 
c) Plano ABC n Plano BB'C'=CC' 
d) Plano AA'C' NBC =B Bs 
e) Plano A'C'B' n Plano ACC'=A A' 
Ejercicio): Dada dos rectas contenidas 


cada una en planos paralelos. ¿Las rectas 
serán paralelas o alabeadas? Haga un dibujo. 


Clave de Respuestas 


4.4.1 CONCEPTO DE SEMIPLANO.- Si sobre un plano P tomamos varios ptes no 
colineales tales como A, B, C y D y si por dos de ellos trazamos una recta Ñ 
separa al conjunto plano en tres subconjuntos, un subconjunto es la recta y 
los otros dos subconjuntos son las otras partes o regiones de infinitos puntos que 
llamaremos semiplanos. 


Al subconjunto recta ÁC se le llama 
frontera de cada semiplano y no per- 
tenece a ninguno de ellos. 


En la figura el punto B está en un lado 
de la recta AC y el punto D está en el 
otro lado. Por eso se puede decir 
semiplano del lado dl 
semiplano del lado D de 


4.4.2. ANGULO: 


. 
Si en un plano tomamos dos rayos CA 
Le de grigen común O, el conjunto B 
AU OB se llama ángulo. 


Así en la figura: 

.— e. 

OA y OB son los lados del ángulo y el A 
punto O es el vértice del ángulo. 


Definición 


é Para nombrar un ángulo se 


acostumbra utilizar tres letras B 
donde la letra del vértice siem- 
pre va entre las otras dos. O 

é Algunas veces se usa única- A 


mente la letra del vértice para 
mencionar un ángulo. 


El símbolo Z : Se lee ángulo 


Observación: De 


é También se acostumbra a indicar los ángulos por números o letras minúsculas 
tanto del alfabeto castellano o letras del alfabeto griego. 


Así tenemos: 
a 
a 
1 B 
Z1=ángulo 1 Za= ángulo a ZO =ángulo (O: Z PB= ángulo PB 
Q=alfa P= Beta 


4.4.3 INTERIOR Y EXTERIOR DE UN ÁNGULO: 


é Todo ánguio divide al plano en 
dos regiones llamada: interior y 
exterior. En la figura "E" es un 
punto interior y "F" un punto ex- 
terior del ángulo ACB. 


é  Enlasiguiente figura si "R" per- 
tenece al interior del ángulo 
ACB y "T” pertenece al exterior 
del ángulo AOB. 


4.4.4 MEDIDA DE UN ÁNGULO: 


En la figura mostrada observamos que 
el vértice "O" (Centro de la circunfe- 
rencia) puede ser el centro de infini- 
dad de circunferencias. 


Ángulo central: 


ZAOB=COD = Z EOF =, etc 


A o a AA 


A A e A A 


é  Unángulo central divide a la circunte- 
rencia en dos subconjuntos de pun- 
tos, uno llamado Arco menor y el otro 
llamado Arco mayor. (Ver figura) 


AB = arco menor 


—— 


ACB = arco mayor 


é  Lacircunferencia se ha dividido en 360 
partes iguales, para así facilitar la me- 
dición de arcos. Cada una de estas 
partes es un grado sexagesimal (1*) 


Es por eso que decimos que la circun- 
ferencia mide 360". 


Ejemplos: 


mZ AOB = 90? 
mAB = 90% 


mZ AOB = 180? 
mÁAB = 180" 


Manuel Cover mr 


é  Enelcomercio se venden semicircunferencias de plásticos y otro material dividi- 
dos en 180 grados (1807). Este instrumento se llama transportador. 


4.4.5 EMPLEO DEL'TRANSPORTADOR. 


Para medir un ángulo usando el 
transportador; conviene trazar des- 
de el centro O de éste los lados que 
van aA y aB. Luego de sitúa el trans- 
portador con su centro (que ya vie- 
ne marcado en el instrumento) coin- 
cidiendo con el de la circunferencia 
y el número "O" con uno de los lados 
del ángulo en este caso el lado CA. 
La medida del ángulo está dada por 
el número que coincide con el otro 
lado (OB). 


E Nola: | 


(La medida del ángulo 
AOB=65*%óm ZAOB=65) 


4.4.6 SISTEMAS DE MEDIDAS ANGULARES. 


La medida de un ángulo, en grados (o en radianes) se llama también magnitud 
del ányulo. 

Para la medición de ángulos se pueden utilizar los sistemas sexagesimal o radial, 
según se empleen los grados o los radianes respectivamente. 


1. [Mención eros Ánous us rasos Semanas 


Se toma como unidad principal el ángulo de UN GRADO (1?) sexagesimal. El 
ángulo de 1” es el que es igual a 1/360 parte de la medida de la circunferencia. 


El ángulo igual a 1/60 parte de 1” es el ángulo de un minuto (1'). 


El ángulo igual a 1/60 parte de 1' es el ángulo de un segundo (1*). 


a [racismo] 


Ejemplo [7] Un ángulo mide 80”. Deseamos expresar dicha medida en grados, mi- 
nutos y segundos. 


A o e e ds E 


27734 A 
Resolución: 


e Eee e Ñ 


80"=79" + 60'=79" + (59' + 1') =79" + (59' + 60") 


Ejemplo 12]: Un ángulo mide 36, 15”. Deseamos expresar dicha medida en grados, 
minutos y segundos. 


Resolución: 
36,15"=36" + (0,15)" 
36,15" = 36” + (0,15)”.1 


Sabemos que: 


36,15" = 36" + (0,15 2%: 


36,15" = 36 +9... (M) 


Los 9' se puede escribir como: 


q ise 


A > (1) 


Ejemplo [3] Expresar: 5846" en grados, minutos y segundos. 

Resolución: — 
5846"=5846".1 
5846" =5846" 


Convertimos los minutos a grados: 


5846" =97'26”= 97 +26" =97'.1+26" mm 


Ll 1 E 
5846" =97 . ¿+26 


5846-97 ,96" 
60" 


5846” = (1737) +26" 


Se toma como unidad principal el ángulo de un radián (1 rad.) Un ángulo central 
mide1 radián cuando la longitud del arco subtendido arc AB es igual a la longitud 
del radio r de la circunferencia de centro O. 


A 


De la figura: 
Longitud de ta(e) ==» grados 
2 un o 
Sy o _ 360% 180> 
A 1 
En consecuencia: 
Luego: e o 
1radián = 3,1416 = 5717 (aprox.) 


o 


Ejemplo [a]: Expresar: 105” a radianes. 
Resolución: Por regla de tres: 


Sabemos que: 180? ——> rradianes 
1052  —=> xXradianes 


>» YN 


105 = 105". 1 


Recuerda que: 


o. _ 105 rm.rad 
105" = —=60 7183 rad. 


NJ] 
- SANA apta. 
Ejemplo EJE Expresa: 30" 36' en radianes. 


Resolución: 


+  Enprimer lugar, convertimos los 36” grados. 


e 


36' = 36.1 
e ó | 

TS 
36-38 -9,6> 


60 


Hanuel Coueñas Haguiche E 
Luego: 30%36' = 30” + 0,6” = 30,6" 
Y 


En segundo lugar convertimos los 30,6? a radianes: 


d _ 30,6.(3,1416)rad 
20,6'=30,6*. 1= 39,09. 2139 - 30,6. (8140) 


: 3 ; É 
Ejemplo 8) Expresa e) radianes en grados sexagesimales. 
Resolución: 


3 : 
r rad == (rad) pero: 'rrad= 180" 


E ) = 3(36*) = 108" 


3 
5 
3 
Esa 


rad = 


5 
Ejemplo 4) : Expresa: pe radianes en grados sexagesimales. 


Resolución: Er 
Sn radianes = =(m radianes) il = 
225 | 2 
lil) - Ps a =112,5" 42 112,5 
3 8 > 2 
ESS5S5555 Z 
-. | eradianes=112, 5 ÍRpta. 5 


GE 
10 


Ejercicio 1; Expresa la medida de | e) 7830" 


cada ángulo en grados minutos y se- + 
gundos. Resolución 


a) 37" 


Resolución 


f 225 


|| Resolución 


b) 15,45" 


Resolución 


Ejercicio al: Expresa la medida de 
cada ángulo en radianes 


a)10* 


0,125 
E Sue Resolución 


Resolución 


d) 105,46" cit 


sá Resolución 
Resolución 


c) 36" 


Resolución 


d) 22*30' 


Resolución 


f) 0%21'36" 


Resolución 


Ejercicio 3h Exprese la medida de 
cada ángulo en grados sexagesimales. 


o A O o A 


EL asen 

4.4.7 Clasificación de los ángulos por su medida 

Los ángulos según su medida se clasifican en: 

a) ángulos rectos  b) ángulos agudos c) ángulos obtusos 


d) ángulos nulos e) ángulos llanos 


Ángulo Recto: Un ángulo es rec- Ángulo Agudo: Un ángulo es 
to si su medida es 90? agudo si su medida es menor que 
90? pero mayor que 0? 


Ejm: 
Ejm: 
907 
402 


Ánguo Obtuso: Un ángulo esi d) Ángulo Nulo: Un ángulo es nulo 
obtuso si su medida es mayor que || si su medida es 0? 

90 pero menor que 180? 

Ejm: Q— > 


Ángulo Llano: Un ángulo es llano 
si su medida es 180? 


180? 


Ángulo No Convexo: Un ángulo es cón- 230" (Ángulo No Convexo) 
cavo si su medida es mayor que 180” 
pero menor que 360". 


Ángulo Convexo: Un ángulo es convexo 130" (Ángulo Convexo) 
si su medida es mayor que 0* pero me- 
nor que 180". 


+ [congruencia ds ángulos: | 
Dos ángulos son congruentes si tienen la 
misma medida. 


En la figura: 


Z AOB es congruente con 4 COD 


que se denota: 


Se denomina bisectriz de un ángulo al rayo 
cuyo origen es el vértice del ángulo y divi- 
de a dicho ángulo en dos ángulos con- 
gruentes. 


De la figura: 
Medida 4AOC = medida 4 COB 


a) Ángulos Consecutivos: Dos ángulos consecutivos son los que tienen en 
común el vértice y un lado se encuentra acada lado del lado común. 


b) Ángulos Complementarios: Dos ángulos son complementarios si la suma 
de sus medidas es 90? , 


Cons de un os Es lo que 

le falta a un ángulo para ser igual a 90? 
Complemento de 40? es 50? 
porque: 90" - 40? = 50 
Complemento de 70” es 20*, 
porque: 90? - 70? = 20? 


c) Ángulos Suplementarios: Dos ángulos son suplementarios si la suma de 
sus medidas es 180" p— 


Suplemento de un Ángulo: Es lo que 
le falta a la medida de un ángulo para 
ser igual a 180". 
Así. El suplemento de 50% es 130? 
Porque: 180" - 50? = 1309 
El suplemento de 120" es 60? 
porque: 180" - 120? = 60? 


d) Ángulos Adyacentes Suplementarios: Dos ángulos se llaman adyacen- 
tes suplementarios cuando son consecutivos y suplementarios 


Los ángulos AÓB y BÓC son adya- 
centes suplementarios cuyo lado 
común es OB y los lados no comu- 
nes OÁ y están prolongación. 


TEOREMA 


Hipótesis: Consideremos los ángu- 
los Z AOB, Z BOC, 4COD, ¿DOE 
formados alrededor del vértice O y a 
un mismo lado de la recta £. 


1. mZAOD +m ZDOE = 180? S 
suplementarios 


2. mZAOD=m ZAOB + m < BOC + m Z COD . Por adición de 
ángulos. 
Sustituyendo 2 
en 1. 


A Pel Eovcñas Maguila 


Hipótesis: Consideremos los ángulos 
Z AOB, BOC, COD, Z DOE, Z 
EOA, formados alrededor del vértice O. 


Tesis: 


Demostración: 


1. mz AOB + m Z BOD = 180? Z AOB y  BOD son 
suplementarios 

2. mZBOD=m ZBOC + m ZCOD Por adición de ángulos 

3. mZAOB + m Z BOC + m Z COD = 1802 Sustituyendo 2 en 1 

4. mZDOE + m Z EOA = 180% . DOE y EOA son suple- 
mentarios 


5. mZAOB+m Z BOC + m Z COD Sumamos miembro a 
+ m Z DOE + m Z EOA = 360 miembro 3 y 4. 


e) Ángulos Opuestos por el Vértice: Dos ángulos son opuestos por el vér- 
tice si tienen un vértice común y los lados de uno son la prolongación de los 
lados del otro, tales como / AOB y Z A'OB>. 


é Dosángulos opuestos porel 
vértice, tienen igual medida. 


( Z AOB y A'ÓB' son opuestos 
por el vértice). 


TEOREMA 


A e e e de 


Hipótesis: Las rectas L, y L, se 
cortan en O. El 4 AOB y 4 COD 
son opuestos por el vértice. 


Tesis: 


. 0, B, 6 son las medidas de los ángulos: . Medida de ángulos 
m ZAOB= «a; m Z BOC= PB; m ZCOD=04 


. a+p= 180" 
$+PB= 180" 


. A+P=04+P 


4. 0=0 


. Medidas que corres- 
ponden a ángulos ad- 
yacentes suplementa- 
rios 

. Como los segundos 
miembros son igua- 
les, los primeros 
miembros deben ser 
iguales. 


. Por cancelación de f. 


5. mZAOB=m Z COD . Por la afirmación 1. 


[ Rectas Perpendiculares [Dos rectas son perpendiculares si al intersectarse 


En la figura: 


L, y L, son perpendicu- 
lares. Simbólicamente 


se expresa así: 


forman cuatro ángulos rectos. 


Dos rectas son oblicuas si al cortarse determinan en el 
plano dos ángulos agudos y dos ángulos obtusos. 


En la figura: 

> => 
Las rectas AC y BD son oblicuas. 
Siendo: 
Z BOC y Z AOD (ángulos agudos), 
Z DOC y  AOB (ángulos obtusos) 


Simbólicamente se expresa así: 


2 


PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE 
MEDICIÓN DE ÁNGULOS 


Problema () : La medida de un ángulo "a" es: 62* 48' 36". Halla su complemento, en 
grados sexagesimales. 


Resolución: . 


é Medida del ángulo 
"o'= 622 48' 36" 
é Su complemento del ángulo "a" 
= 900 - (62* 48' 36") 


= - 62” 48' 36" 
A + 


= 27 11'24" 


Problema 9: Los ángulos A y B son suplementarios. La medida de "A" es a la de 
"B" como 4 és a 5. ¿Cuál es la medida de cada ángulo? 


Resolución: 


é Como los ángulos "A" y "B" son suplementarios: [A+B =180* | e (MM) 


) 


Reemplazando los valores de (II) en (1), obtenemos: 


4K+5K = 1802 Im» 9K = 180% mb : [KE20%) 


Luego, reemplazamos el valor de K = 20”; en (II): 


4K = 4 (209) = > 
n=. [ERE 
5K = 5(20% = 100% mp 
kk = 520 [87 100] 


Va medad: 
EEN 


A 


B 


Problema Ó: En la figura mostrada: 
m Z AOC = 160%, OB es bisectriz del án- 
gulo AOC y OM es bisectriz del ángulo 
BOC. 


Calcular: 


a) m COM 
b) mZAOB 
c) mZAOM 


— 
Resolución: é Sabemos que OB es bisectriz del 4 AOC 


Por Definición de bisectriz. 


mZAOC 
2 


mzZAOB= m Z BOC= ”- 80" 


é También sabemos que OM. es bisectriz del 4 BOC. 


mzZAOB= m BOC = 


m ZBOC 


Por definición de bisectriz mm»  m.X2COM=m ZMOB= 2 


80* 
E 


m Z COM =m ZMOB= = 40? 


Problema 9: En la figura mostrada: 
“2x" es la medida de! / AOB, "3x" es la 
medida del 4 COD. ¿cuáles son las me- 
didas en grados de los ángulos: 


a) 4AOB 
b) 4BOD? 


Resolución: 


é Dela figura: 
2x +20 + 3x = 902 
mm» 5x = 90% - 202 
mm» 5x = 709 


7 
m0 E EE 


Luego: 


Ll Matemática Ú [243 


Resolución: 
é Dela figura: 
20a+0a= 1809 
180? 
30a= 1802 "mb a=—=60* 
my 


é De igual modo: 


3B + a +2fB= 180% 


é  Reemplazamos el valor de a = 607, En (1): 
5p + 60% =180% mm» 5f = 120% mp  -. [B 


Luego: m Z XOA= 3B= 3 (24%) = 72 
m Z AOB= a=60* 


Problema É) : De la figura mostrada. 
Calcular x = medida del 4 BOC. Sa- 
biendo que: 


— 
OP es bisectriz del 4 AOB 
OQ es bisectriz del 4 DOC 


Además: m / POQ = 130" 


Resolución: 
é Dela figura: a+x+fp = 180 
e 
Además: a+x+B = 1309 


NE 


é  Reemplazamos (I) en (II) 


x +50 = 130% 2 ExR2B09] Apta 
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Problema Ú: Hallar el complemento del complemento del complemento de 70 
Resolución: 


Compl. del Compl. del Compl. de 70” = Compl. del Compl. (90 - 70”) 
¿ EA NS 


l 


Complemento del Complemento ( 20* ) 


Complemento de ( 90” - 20” ) 
= Complemento de 70” = 90* - 70* 
mm = [208] Rpta 


Problema () : Halle el suplemento del suplemento del suplemento del suplemento de 80? 
Resolución: 


Supl. del Supl. del Supl. del Supl. de 80" = Supl. del Supl. del Supl.(180* - 80") 
AA O A 


Suplemento del Suplemento del euplemento (100") 


Suplemento del Suplemento ( 180" - 100” ) | 


Suplemento del Suplemento 80> 


Suplemento de ( 180” - 80”) = Suplemento de ( 100" ) 


ST 
mm» = 180”- 100? = 80% y 


TEOREMAS 


1) El compl. del Compl. del .... del Compl. de f; siempre es igual a B. 
Lt  —"2p" veces 
| 


2) El Somo del Compl. del ... del Compl. de f, siempre es igual a (90* - f ) 


"2n - 1" veces 


| 3) El Supl. del Supl. del ... del. Supl. de f, siempre es igual a P. 
== Ml 


:*2n" veces 


| 4) El Supl. del Supl. del ... del Supl. de f, siempre es igual a (180" - f) 


:"2n - 1" veces 


Problema - Hallar el valor del ángulo sabiendo que es igual a la cuarta parte del 
suplemento de la mitad de dicho ángulo. 


Resolución: 


+ Sea el ángulo pedido = "o” 
+ Suplemento de la mitad de dicho ángulo = ( 80r — 3) 


é De acuerdo, el enunciado del problema, planteamos la siguiente ecuación: 


1 a 


40=180"- 5 m 80= 360-0 


ns» 9Qa= 360 
ARA EN 


-. | Elángulo pedido. esa = 40%. 


POTES 


Problema $ : Calcular el Suplemento de la suma de dos ángulos, sabiendo que 
el Complemento de uno de ellos más el Suplemento del otro es 140". 


Resolución: 


Sean los dos ángulos "a" y "b”; cuya suma = a+b 


incógnita: Suplemento de la suma de los dos ángulos = 180 -(a+b)] ..- (1) 


Del enunciado: 


El Complemento de uno de Ellos más el Suplemento del otro es 140? 
A Pp  KÁKXA<SX<€A+ 
Planteamos la ecuación: 
(90* - a) + (180* - b) = 140 
270-140 =a+b tm 


(1) 


é Reemplazamos ( Il ) en (1) y obtenemos: 


Suplemento de la suma de los dos ángulos = 180" - (130?) = 50" 


A “Panel Eoreñas Magic 


Problema) : Si el Complemento del Suplemento del Suplemento del Complemen- 
to de un ángulo mide 15”. Hallar el Suplemento del Complemento del Complemento 
del Suplemento de dicho ángulo. 


Resolución: 
+ Sea el ángulo pedido = "a" 


+ En primer lugar, Hallamos: 


El Compl. del Supl. del Supl. del Compl. de "a" = 15% 
(90* - a) 
El Compl. del Supl. de [180* - (90* - a)] = 152 
(90* + ax) 
El Compl. de [180* - (90* + a)] = 15? 
(90- - a) 
90" - (90-01) = 15% mm 


«+ En Segundo lugar, Hallamos: 
Supl. del Compl. del Compl. del Supl. de "a" = ? 
ROX 
(180* - ax) 
Supl. del Compl. del Compl. de ( 180" - a) = ? 
A 
[90* - (180* - 0)] 
Supl. del Compl. (a - 90 )= ? 
EE Pl 


[90* - (a - 90” )] 


Supl. de [180 - a] = 180" - [180"- a] =a.= 15 
. | CM: y 


Problema A]: En la figura, puedes 
nombrar los ángulos agudos que exis- 
ten. ¿Cuáles son éstos? 


Resolución: 


Problema [a]: En la figura mostrada: 
ABCD es un rectángulo. ¿Puedes nom- 
brar los ángulos que son rectos, ángu- 
los agudos y ángulos obtusos? 


Resolución: 


CN 


Problema ER Medir cada uno de los 
ángulos que se muestran en las figu- 
ras (Hacer uso del transportador) 


Resolución: 


m 4 0PS > 
mz PQR= m Z BOC = 


m ZRQS= 


mZPOQS= 


mZPRQ= 


Problema [a]: En lafigura mostrada; 
m Z AOD = 80%, m Z AOB = 36", OC 
Es bisectriz del 4 BOD, 

Calcular am BOC b)m ZAOC 


Resolución: 


Problema : Trazar ángulos de 
g 


5075", 110" y 150". 


Resolución: 


Problema 6]: En la figura mostrada: m 
Z POQ = m Z ROS =2x; m Z QOR = 
32" 


Calcular: 


a)mZROS; b)m ZPOR 


Resolución: 


Problema tz] : El complemento de un 
ángulo es igual a 2/5 del suplemento 
del mismo ángulo ¿Cuál es su valor? 


Resolución: 


Problema 80: ¿Cuánto mide un án- 
gulo si la diferencia entre su suplemen- 
to y complemento es 6 veces el valor 
de dicho ángulo? 


Resolución: 


Problema Ed :  Enla figura, calcular el 
ángulo AOB. 


A) 20" B) 40” C) 50" 
D) 30? E) 60? 
Resolución: 


Problema 12] : Se tiene los ángulos 
consecutivos AOB,BOC y COD, de mane- 
ra que: 


AJ4%  B)8  C)12% D)16” E)18" 


"Resolución: 


Del gráfico, por ángulo de una 
vuelta: 


mZDOB + mZBOD = 360% 


mw (210% -x) + 190% = 3602 


zz | 


250. VHanuel Coueras Haguiche Pa 
% Del gráfico: 3k" + 4k" + 5k"=48" me [Ke 40] 


*+ Nos piden calcular: 


Rpta.: B 
Problema 13) : Sabiendo que el suple- A) 20? B) 40? 0) 42" 
mentos del complemento de la mitad del D) 50? E) 80? 
mayor ángulo que forman la bisectriz del 
ángulo adyacente a un ángulo “q” y el otro 
lado no común es 140? , calcular “q”. *+  SeaZAOB, el ánguloque mide “y” 


y Z BOC el ángulo adyacente cuya 
> 
bisectriz es OF 


+ Según el gráfico OB es el LADO 
COMÚN y OA y OC son los lados 
NO COMUNES. El mayor ángulo es 
AOF. 


* Según datos: SC; =1402 
¿2AOF 


. XSSS5 1 0 
3 NO E o o A E o 
Resolviendo: NON Rpta.: A 180 -[9o Ta (so + 2 ] =140 


Problema 14) : La suma de dos ángulos 
consecutivos AOB y BOC es menor de 180? 
y la diferencia de los mismos es 28”. Hallar 
el ángulo formado por el lado OB y la 
bisectriz del ángulo AOC. 


Resolución: 


A) 28" B) 14? C) 62? 
D) 76? E) 20? 
Resolución: 


% Sea OF la bisectriz del ZAOC | mzFOB=x | 


*+ Según Datos: m 4AOB - m Z BOC = 28? 
= (d+x)-(M-x) = 28" 
mo 2x=28% 


Rpta.: B 
Problema O: Si: C  = complemento, siendo: 
CC_ +CCCC +CCCCCC +. +CCC..C_ =420 
20 4a 6a 2na 


Calcular "n* 


Resolución: 


+ Recordamos la propiedad: 


+ . En el problema: 


CCC ... CH =4 


| CCC...CC4=90-9 


r K par de veces  É impar de veces 


+ Según Datos: 


ce. = 20. 
a , 
par <> 2veces 20 + 40 + 60.+ ... + 2n0 = 420. 
CCCC =4u 20(1+2+3+... +n) = 420 
2 
¡par ¡<> 4veces E nn+3) _ y, 
2 
CcCccccco. =6u 
—_— ——. => n(n+1)=42 
1 <> € > => n(n+1) = 6(6+1) 
CcCccC..C._ =2na ic 
Po E .. n=6. Rpta.: B 
<> "2n" veces .q e E 
A) B) 3 O) > 
Problema (E) : Dado los ángulos adya- 2 3 4 
centes suplementarios AOB y BOC. Los ra- a 20 
yos OX, OY, OZ son las bisectrices de los D) 8 E) 3 


ángulos AOB, BOC y 


XOY respectivamente. 


Si mz AOB-mZBOC=a, calcularm ¿BOZ. * Sea: 


Resolución: 


x 


4 


e 


mzZAOB = 24; m4BOC = 2fP 
entonces según datos: 29-2f = a. 
- 4-PB=0u2 ] 
+ Del gráfico: m4XOY = 4+B 


at 


mZXOZ = mZZOY = 2 


+ Del gráfico también: 
mZBOZ = m2ZOY - m24BOY 


=> mZBOZ= 


0+B 0-pb a/2_a 
2 PB = ES = 
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Problema eL) : Los ángulos POQ y QOR 


son adyacentes suplementarios, se trazan E pt a cl di 
las bisetrices OY y OX de los ángulos XOR 
y POQ. Si la medida del ángulo YOQ es 
36*, calcular la m4POQ. Ls 
+ Del gráfico: 
Resolución: EA 
'mZPOQ=20.=?. --- (1) 
+ Del gráfico: 


mZPOX+mZXOY+m YOR = 180? 
0+(36+0) + (36+a) = 1802 
a = 362 j (2) 
+  Reemplazando (2) en (1) : 


¿mZPOQ = 2(36%)=722 Rpta.:D 


Problema (8) : Se tiene los ángulos con- m7 e 3 
secutivos 4AOB y 4 BOC, siendo m 4AOB da A . E C)60 
= 90. Se trazan las bisectrices OM y ON de ) 75 )9 


los ángulos 4 AOC y / BOC respectivamen- 
te. Calcular el complemento del 4 MON. 
Resolución: 
+.  SeamzBOC= 29 y m2¿MON=x 

e [CH x=7 | (1) 
e Del gráfico: 

x+0=45%4+9 ==» |x=452!...(2) 


+  Reemplazando (2) en (1): 


RRA A, 


SOS 
2-45%=45% ' Rpta.: B 


Problema 19) ¿Sr C => Complemento y 
S = Suplemento 


Calcular el complemento de "x" siendo: A) 80” B) 70” C) 65” 
D) 60 E) 42? 
CCC +S55SS, =2107 


Resolución: 


+  Porla propiedad: 


Hat 17 


+  Reemplazando en ta Condición del problema: 
90” - x + 1807 - 2x = 210? x=20* 


e Nos piden el complemento de x: 


x 


RON 
NON 
SN ANA 


Problema 110) : Se tiene dos ángulos 
consecutivos AOB y BOC. Calcular la me- 
dida del ángulo formado por OA con la 
bisectriz del ángulo BOC, sim AOB =a y 
m ZAOC =b?. 


Resolución: 


Rpta.: B 
ar+b" 
A) =— B) a+b" C) 2(a*+b") 
D) a“+2b" E) 2a*+3b" 
2 2 


Sea OL la bisectriz del BOC. Vea- 
mos la figura. 


Siendo "x" la medida del ángulo pedi- 
do, del gráfico vemos lo siguiente: 


Xx =a*+0,y 
Xx =b"-q 
EMAM 2x”= a*+b" 


Rpta.: A 


Problema O : Se tiene los ángulos 
consecutivos AOB, BOC y COD tal que 
AOB = 2x, BOC = 5x y COD =3x. Hallar la 
medida del ángulo BOC si el ángulo AOD 
es llano. 


A) 36" 
D) 72" 


B) 90? 
E) 1082 


C) 48? 


Problema E) : Calcular el Complemen- 
to de: 72*25'46" 
A) 172415" 
C) 173414" 
E) 12934'14" 


B) 17:34:15" 
E) 17%41'14" 


Problema O : Hallar el Suplemento de: 
135"28'15" 


A) 45"31'45" B) 45"31'35" 
C) 44"31'45" D) 4431'35" 
E) 4492145" 


Problema (4) : Si un ángulo es el cuá- 
druplo de su adyacente suplementario. 
¿Cuánto mide dicho ángulo? 

A) 144? B) 1367 C) 1387 

D) 124? E) 36" 


Problema 15) : Sumar. 62*46'28” con 
28” 16'55" 


A) 936023" B) 90*3'23" 
C) 91323" D) 91%3'13" 
E) 91%13'3" 


Problema : Calcular la diferencia de 
dos ángulos que miden 30"46'50"” y 18” 
52'35” 


A) 1275415" B) 10%54'15" 
C) 1195515" D) 11954'25" 
E) 11954 15" 


Problema $% : Se tienen dos ángulos 
complementarios tal que uno es los 4/5 
del otro. ¿Cuánto mide el mayor de ellos? 


A) 60> B) 65* C) 50" 
D) 55" E) 45" 


Problema £) : Calcular la diferencia de 
dos ángulos que miden 109*30'25" y 58% 
19'30". 


A) 51720'55" B) 51*10'55" 
C) 51710'45" D) 41?10'35" 
E) 61*10'55" 


Problema o : Si un ángulo mide 40". 
Calcular el Suplemento del doble de di- 
cho ángulo. 


A) 80? B) 100? C) 140? 

D) 120? E) 110? 

Problema : Calcular el Suplemento 
de 24”30'18" 

A) 165"29'42" B) 135*29'46" 

C) 155*29'42" D) 145"29'42" 

E) 155*28'52" 

Problema o : Si un ángulo mide 60* . 


Calcular el Suplemento del Complemen- 
to de dicho ángulo. 


A) 120” B) 130” C)150 D) 160? E) 100? 


FE == MAA A 


Problema «b: Si un ángulo mide 30*. 
Calcular el Suplemento del Suplemento 
del Complemento del doble de dicho án- 
gulo. 


A)60” B)30% C) 150? D) 120” E)80* 
Problema Hp: Dos ángulos adyacen- 


tes suplementarios difieren en 40”. Hallar 
la medida del mayor ángulo. 


A) 100? 
D) 98* 


B) 110? 
E) 125" 


C) 120? 


Problema «bh: Cuánto mide un ángulo 
si la diferencia entre su Suplemento y 
su Complemento es seis veces el ángu- 
lo. 

A) 15" C) 22*30' 
D) 45? 


B) 30" 
E) 20% 


Problema 5: En la figura, OM es 
bisectriz del ZAOC, luego la medida del 
ángulo COD, es: 


a a 
A)90"-— B) 45%+= C)a 
) > ) +e ) 


Q 
D) 20. ES 


Problema 5H: Si: mZAOC = 70? y 


mZBOD = 120". Calcular la medida del 
ángulo que forman las bisectrices de los 
ángulos AOB y COD. 


A) 90* B) 95? C) 100? 

D) 120? E) 80" 

Problema . Los ángulos consecuti- 
vos AOB, BOC y COD, son tales que: m 


Z AOC+mZBOD=140"; y mZ BOC=30". 
Calcular m4AOD. 


A) 402 B) 125" 
D) 1107  E)120* 


Cc) 170* 


Problema bd: En la figura: 


A 


mZAOD = 110? 
m2Z BOC = 30" 
ZAOB= 4COD 


OX: bisectriz del ZAOB 


OY: bisectriz del ZCOD 
Hallar: m2 XOY 


A) 30% B)40% C)60* D)702 E) 202 
Problema D: Se tienen los ángulos 
consecutivos ZAOB, BOC, ¿COD de 
modo tal que: OB es bisectriz del / AOC 
y mZAOD = 95%; Hallar mZAOB, si m 
ZBOD = 55". 


A) 20" B)30" C)40” D)50" E)55* 


Problema *: Siendo los ángulos con- 
secutivos AOB, BOC, COD, tal que m 
ZAOB=m Z<BOD= 3m COD. calcular 
m2ZCOD, si: mAOD = 120". 


A) 20? 


B) 40 C) 100” D) 80" E) 60" 


Problema 21] : Tres ángulos consecu- 
tivos suman 130”; el ángulo intermedio 
mide 20” . Hallar la medida del ángulo for- 
mado por las bisectrices del primero y del 
tercer ángulo. 


A) 45” B)55” C)65” D)60* E)75* 
Problema e : Se tienen los ángulos 
consecutivos AOB y BOC tal que el án- 
gulo AOC es recto. Hallar la medida del 
ángulo AOB si dichos ángulos AOB y BOC 
están en la relación de 4 a 5. 

A) 40? B)50* C)30” D)20” E)60* 
Problema 137 : Se tienen los ángulos 
consecutivos AOC y COB tal que el án- 
gulo AOB es recto si: m2AOC = 7/2 
mZBOC. Hallar: m4 AOC. 

A) 20? B)30” C)40” D)60” E) 70? 
Problema : Se tiene los ángulos ad- 
yacentes AOB y BOC de manera que: 


mZAOB + mZAOC = 80”. Calcular. m 
Z AOM; siendo OM bisectriz del 4BOC. 


A) 602 B)40* C)50* D)30% E) 20* 


> > 

Problema a : Si: OA y ON son bisec- 
trices del ¿DOM y del ZBOC, respecti- 
vamente. 

Calcular: m4 DOB. Si m4MON = 120? 


A) 100? 
D) 1307 


B) 110? 
E) 140" 


C) 120" 


Problema 15) : Se tiene los ángulos 
consecutivos AOB y BOC que se diferen- 
cian en 38”. Calcular la medida del ángu- 
lo formado por la bisectriz del ángulo AOC 
y el rayo OB. 


A)76” B)38” C)20” D)19” E) 24” 
Problema 17] : Dos ángulos suman 75? 
y uno de ellos mide el doble del comple- 
mento de esta suma. Determinar la dife- 
rencia de estos dos ángulos. 


A)30% B)45” C)20" D)15” E)25" 


Problema 9 : Si el Suplemento de la 
medida de un ángulo es los 5/2 de su 
Complemento. Calcular la medida de di- 
cho ánguio. 

A)10 B)30% C)80? D)37” E)50* 
Problema 197 : ¿Cuánto mide un ángu- 
lo si la diferencia entre su Suplemento y 
su Complemento es seis veces el valor 
de dicho ángulo? 

A)15” B)18” C)9” D)12” E) 21” 
Problema 10 Hallar la medida de un 
ángulo sabiendo que su Suplemento es 
igual al triple de su Complemento. 
A)35” B)55* C)65” D)45” E) 75? 
Problema $: Se tiene los ángulos 
consecutivos AOB, BOC y COD tal que: 
m.ZAOB + m.Z COD = 60". Calcular la me- 
dida del ángulo formado por las 
bisectrices de los ángulos AOC y BOD. 


A) 202 B) 30? 
D) 60* E) NA. 


C) 40" 


Problema : Sean los ángulos con- 
secutivos ZAOB, ZBOC y .4COD, si: 
mZ AOC = 40” y m2BOD = 80”. Calcu- 
lar m2C0D - m4 AOB. 


B) 302 
E) 40” 


A) 50" 
D) 20" 


c)60* 


Pa 
Problema E): En la figura OP es bi- 
sectriz del /AOD. 


Si: m2POC - mZBOP = 20". 


Calcular: m4A0OB - m4COD. 


A) 10? B)30” C)20” D)40* E) 12” 


Problema - Sean los ángulos 4 AOB, 
ZBOC y COD consecutivos, donde: 


OB es bisectriz del <AOD 

oc es bisectriz del <BOD y 
mZAOC - mBOD =20". Calcular 4 BOC 
A) 15% B)40% C)10” D)20” E)25 


Problema $: En la siguiente figura, 
mBOE _ 4 


mMÓD 5" 


se cumple que: entonces: 


A) 3a + 2f = 907 
C) 4f + 3a = 90? 
E) 3B + 20. = 80? 


B) 3$ + 4a= 100% 
D) 4$ + 20: = 90? 


Problema 116) : Si al suplemento de un 
ángulo se le aumenta el doble de su com- 
plemento resulta la medida de dicho án- 
gulo pero más 80”. Calcular dicha medi- 
da. 


A)50” B)60” C)70” D)80” E) 90” 


Problema 1178 Se tienen los ángulos 
consecutivos AOB y BOC; si las 
bisectrices de los ángulos AOB y AOC 
forman un ángulo de 40”. Calcular 
mZ BOC. 


A) 20 B)40" C)80” D)30% E) 10 


Problema 118) : Un ángulo llano es divi- 
dido en cinco ángulos parciales en pro- 
gresión aritmética. Calcular el ángulo 
menor sabiendo que el cuadrado de su 
medida es igual al ángulo mayor. 

A)4% B)6* C)8* 


D) 10" E)9” 


Problema 119) : Sabiendo que los ángu- 
los AOB y AOC son complementarios, 
hallar el ángulo AOX, siendo OX bisectriz 
del ángulo BOC. 


A) 30? 
D) 75" 


B) 60* 
E) 63,5" 


C) 45” 


Problema 120) : Se tienen los ángulos 
consecutivos AOB y BOC en 1donde se tra- 
zan las bisectrices OM y ON de los án- 
gulos AOB y MOC respectivamente. Ha- 
llar: NÓB, si: mAÓC - 3mAÓM=36* y 
BÓC > AÓB 


A) 36” B)9” C)12” D)18” E) 24" 
Problema O): La suma del comple- 


mento de un ángulo "a" con el suplemen- 
to de su ángulo doble es igual a 2/3 del 
complemento de un ángulo "PB" y además: 
0.— B = 35”. Calcular el complemento del 


ángulo "a". 


A)20” B)24” C)30” D)32” E)10* 
Problema E: Se tienen los ángulos 
consecutivos AOB; BOC y COD, tal que: 
m2ZCOD = 3mZAOB. Hallar: m4 BOC; 


si al trazar las bisectrices OX y OY de 
los ángulos AOB y COD, se cumple que: 


2mZXOY - m ZAOD = 30? 
A)20% B)15” C)30" D)18” E)60* 


Problema O : El suplemento de la di- 
ferencia entre el suplemento y el comple- 
mento de un ángulo es igual al comple- 
mento de la diferencia entre el comple- 
mento del complemento y el suplemento 
del mismo ángulo. Calcular dicho ángulo. 


A) 30 B)45” C)60% D)75" E) 90" 


r 


Clave de Respuestas 


BE 


A 00 ME 
4.5 ÁNGULOS DIEDROS | 


ÁNGULO DIEDRO: 


Es la reunión de dos semiplanos que tienen como origen una recta común. 
La recta común se llama arista y los 
semiplanos caras del ángulo diedro. En la 
figura se tiene el ángulo diedro de arista AB 
y caras P y O. A este ángulo diedro o 
simplemento diedro los denotaremos por- 
ZP - AB - Q algunas veces es suficiente 
nombrar dos puntos de la arista. Así diedro 
AB. 


Ejemplos de ángulos Diedros 
+ Un libro abierto 
+ El ángulo formado por el suelo y una pared de una habitación. 


ÁNGULOS PLANO O RECTILÍNEO DE UN ÁNGULO DIEDRO 


Se denomina ángulo plano o rectilíneo 
de un diedro al ángulo formado por dos 
rectas perpendiculares a la arista en 
uno de sus puntos, perteneciendo di- 
chas rectas, una a cada cara del diedro. 


En la figura: Si por un punto O cual- 
quiera de la arista AB de un diedro, tra- 
zamos perpendiculares a ella (OM y 
ON) una en cada cara, el ánguio for- 
mado MON se llama ángulo plano o 
ángulo rectilíneo del diedro. 


4.5.1. CLASIFICACIÓN DE LOS ÁNGULOS DIEDROS 


Los ángulos diedros se clasifican en: 
Angulos Diedros Rectos.- Si sus ángulos planos son rectos 
Angulos Diedros Agudos.- Si sus ángulos planos son agudos 


Angulos Diedros Obtusos.- Si sus ángulos planos son obtusos 


A A 
Diedro Recto Diedro Agudo Diedro Obtuso 


4.5.2. PARES DE ÁNGULOS DIEDROS 


+ Ángulos Diedros Consecutivos: Son dos ángulos diedros que tienen la 
misma arista y una cara común y las otras dos caras están a uno y otro 
lado de la cara común. 


*+ Ángulos Diedros Suplementarios: Si sus ángulos planos son suple- 
mentarios. 


* Ángulos Diedros Adyacentes Suplementarios: Si son consecutivos y 
suplementarios. 


*+  Angulos Diedros Opuestos po la Arista: Si tienen una arista común y 
las caras del uno son semiplanos opuestos de las caras del otro. 


A 
Ángulos Diedros Consecutivos 


Ángulos Diedros Suplementarios 


=C Mate nática A 


Problema: Enla figura mostrada llamado 
Prisma. ¿Decir cuántos ángulos diedros 
existen? ¿Dar el número de vértices? ¿Dar 
el número de caras? 


Resolución: 


Para saber cuántos ángulos diedros hay en 
dicha figura, basta saber cuántas aristas de 
un diedro existen en el prisma. Veamos 
cada uno de ellos. 


Observamos que por cada arista hay un ángulo Diedro. 


En la fi ura mostrada hay 9 ángulos diedros ya que se cuenta con 9 aristas. 


Nota: También, podemos decir que angulos diedros son los formados por cada dos ca- 
ras consecutivas. 


Ejercicio [1] : La figura mostrada es 
un prisma, Calcular: 


a) Número de 
caras 

b) Número de 
vértices 

c) Número de 
ángulos diedros 


Resolución: 


Ejercicio [2] : La figura mostrada es 
un prisma, Calcular: 


a) Número de 
caras 

b) Número de aris- 
tas del prisma. 

Cc) Número de án- 
gulos diedros. 


Resolución: 


EJERCICIOS N? 


WARD 


TALLER DE 


Ejercicios [3] : La figura mostrada es 
un prisma, Calcular: 


a) Número de 
caras 

b) Número de 
vértices 

Cc) Número de 
aristas del 


aristas de 
los diedros 


Resolución: 


Ejercicio VA] : Las hojas de una 
puerta giratoria forman entre si 5 
diedros iguales. ¿Cuánto mide cada 
uno? 


Resolución: 


Rpta.: 72 


Ejercicio [5] : ¿Cuánto medirá un 
diedro cuyo suplemento es los 2/3 de 
la diferencia entre los que miden 53* 
18' y 42” 54"? 
Resolución: 


4.6 CONGRUENCIA. | Dos figuras geométricas son congruentes si tie- 
nen la misma forma y el mismo tamaño. 


+ Dos figuras son congruentes cuando al superponerlas coinciden 
exactamenteentodos sus puntos. 


4.6.1 CONGRUENCIA DE SEGMENTOS. 


+ | Dos segmentos son congruentes si 
- tienen igual medida . 


Así tenemos que: 
AB= CD; se lee el segmento ABes con- 
gruente con el segmento CD. 


Luego: - | AB=CDem(AB)=m(CD) | 


4.6.2 CONGRUENCIA DE ÁNGULOS. 


+ Dos ángulos son congruentes si tie- 
nen igual medida. 


Así tenemos que: 


¡AOB= ZPQR «> m(zAOB) = m(4PQR) 


4.6.3. AAGULOS FORMADOS POR DOS RECTAS CORTADAS POR UNA SECANTE. 


Se dice que una recta es secante a otras dos si los intersecta en puntos distintos. 
Así, la recta L es secante a las rectas L, y L. (Ver figuras) 


+ Dos rectas cortadas por una secante dan origen a ocho ángulos diferentes. 


En la figura: 
S es secante a Ly! L, y determinan los | 
ángulos denotados del 1 al 8 (Ver figura) 


d 


d 


d 


2 


db 


A los ángulos 1,2,7 y 8 se les llama 
ángulos externos. 


A los ángulos 3,4,5 y 6 se les llama 
ángulos internos. 


A los pares de ángulos 3 y 6; 4 y 5 se les denomina ángulos alternos 
internos. 


A los pares de ángulos 1 y 8; 2 y 7 se les denomina ángulos alternos 
externos. 


A los pares de ángulos 3 y 5; 4 y 6 se les denomina ángulos conjugados 
internos. 


A los pares de ángulos 1 y 7; 2 y 8 se les denomina ángulos conjugados 
externos. 


A los pares de ángulos 1 y 5; 2 y 6; 3 y 7; 4 y 8 se les denomina ángulos 
correspondientes. 


4.6.4. ÁNGULOS FORMADOS POR DOS RECTAS PARALELAS CORTADAS POR 
UNA SECANTE. 


Si las rectas L, y Lo son paralelas y están cortadas por la secante S, se cumple 
las siguientes propiedades: 


000 O 


Los ángulos correspondientes 


son congruentes: 1/2 
Z1=L5; 16=2Z2 hi 
L7=L3,18=L4 A 

Los ángulos alternos internos 7/8 


son congruentes: 
£3=Z6;=%5=Z4 


Dos ángulos alternos externos 

son congruentes: L£L1=2£8; 17 =L2 

Dos ángulos conjugados exter- 

nos son suplementarios: m/14+m27=180% m /2+m28= 180* 
Dos ángulos conjugados inter- 

nos son suplementarios: m/54+m23=180%, m24+m ¿6=180* 


== a . 
4.6.5. ÁNGULOS DE LADOS PARALELOS: 


Si dos ángulos en un plano tienen sus tados respectivamente paralelos, son 
congruentes o suplementarios. 


a . . . O 
A Son Congruentes: Si sus lados correspondientes están dirigidos en el 
mismo sentido o en sentido opuesto. 


07 Son Suplementarios: Si un par de lados correspondientes están dirigi- 
dos en un mismo sentido y el otro par en sentido opuesto. 


_mZo+mzp=1800 | _mZo+mzp=1800 | 


4.6.6. ANGULOS DE LADOS PERPENDICULARES 


Si los lados de un ángulo son respectivamente perpendiculares a los lados de 
otro ángulo, entonces: 


14) Los ángulos son congruentes cuando los dos ángulos son agudos o 
los dos son obtusos. 


€) Los ángulos son suplementarios 
cuando uno de los ángulos es agu- 
do y el otro es obtuso. 


, mZa+mZf= 180 


1 
' mZa+mZf=rrad. 


EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE 


ÁNGULOS EN PARALELAS 


Ejercicio ¿hh : De dos ángulos conjugados externos entre paralelas uno es los 4/5 
del otro. La diferencia de las medidas de los ángulos es de: 


Resolución: z a 
; Sean: a y B los ángulos conjugados exter- 


nos: 


Por propiedad: ¡a+p= 180" ] ..o(1) 


Por dato: e a ...(2) 
Reemplazamos (2) en (1) 
Q+ E a =180" 
ES 


-» 50+40=18005  »  90Í=180%.5 
a=20.5 mm ¿a=100* | 


—. 
Reemplazamos el valor de "a" en (2)  "* f= ¿ (100) =» ¡P=80" | 


"La diferencia de las medidas de los ángutos es: 100%-80%=20%]  Rpta. 


Ejercicio a : Dos rectas paralelas al ser intersectadas por una secante forman 
dos ángulos conjugados internos, cuyos valores se expresan por: 3x+20"; 2x-40". 
¿Cuánto mide el mayor de ellos? 


Resolución: 


Por propiedad: 

(3x + 20%) + (2x - 40%) = 1807 
5x-20? = 180? 

5x = 180" + 209 


Bx=200% m. -. y 407 *] 


e El ángulo mayor mide: 3x + 20” = 3(407) + 20? = 140? 


(3x+20%) 


Ejergicio (3) : En la figura mostrada: 
L¡//L2. Calcular el ángulo "x”. 


Resolución: 
5k+150 


De la figura: 
(5k + 15%) + (3k + 5%)=180" 
8k + 20? =180% 
8k=160" == | k=20* | ha 
. Por ser adyacentes suplementanos: 
x + (5k + 15%) = 180" 
x+(5.20* + 15%) = 180? 


x + 115% =180" 5» Rpta. 


Ejercicio (43 : En la figura mostrada: 
LL. Calcular el ángulo “x". 


Resolución: _ 


> > A z 6 
+ Trazo: L/lz Donde:x=GúG+p  .(1) “Y B en (1): 


.  [ =40”... por ser ángulos altemos intemos. X = 60” + 40” 
á. y 120” ... son ángulos conjugados intemos . NS Rpta 


luego son suplementarios. 


- PROPIEDADES IMPORTANTES: 


Propiedad | 


La suma de los tres ángulos interio- 
res de un triángulo es 180" . 


a+ $B+0=1800 


Propiedad II¡ 


En todo triángulo un ángulo exterior 
es igual a la suma de dos ángulos 
interiores no adyacentes. 

(teorema del ángulo exterior) 


| x=0+8/ 


Propiedad Il 


La suma de los cuatro ángulos inte- 
riores de un cuadrilátero cualquiera 
es 360". 


¿9+B+0+8=360"| 


Propiedad IV 


Entodo cuadrilátero cóncavo se cum- 
plen las siguientes propiedades: 


mo EA _0+P+0+5= 360%) _0+$+0+8= 3600) 


LA 


Propiedad V 


Si entre dos paralelas se traza varios ángulos como muestra la siguiente 


figura, se cumple: 


E/0A m/s 


Oo sea: 


L eya riw=at+brs cora | 
2 


e 
Si: L/L>; entonces: 


(Ea de án-| [Suma de án- 
¿ gulos dirigidos = ¿gulos dirigidos 
a la izquierda a la derecha 


Ejercicio (5) : En la figura mostrada: 
Ly // Lo. Calcular: *x”. 


Resolución: 


a = 56* |. por ser ángulos altemos 


intemos. 


En el ABAE: 


a + x= 89*,... por ángulo externo de un 
triángulo. 

Reemplazamos el valor de "o." en está 

última expresión: 


56” + x = 89" 


En este tipo de problema se puede aplicar en forma directa la propiedad V; O 
sea, la suma de los dos ángulos de la derecha es igual al ángulo de la izquierda. 


mb 


Ejercicio 16) : En la figura mostrada: 
L, //Lo 

L£1=2x +5" 

L2=2x+10" 

L3=2x+ 15" 

Z4=3x+ 12" 

LZ5=4x+ 15" 

Z6=2x+ 18" Hallar *x" 


Resolución: 
Aplicando la Propiedad (vw): 1+3+5=2+4+6 
Donde: (2x + 5%) + (2x + 15%) + (4x + 157) + (2x + 109) = (3x + 12”) + (2x + 18”) 
m 8x+35%=7x +40" X= 5 


Ejercicio 73 : Si el triángulo rectángulo es 
isósceles y m // n; Halle el valor de "x”. 


Resolución: 
Recuerda 
¿En un triángulo rectángulo isósceles sus 
¡ángulos agudos miden 45” cada uno. 


En el AEFG: 
a+ 45” =4x (Por ángulo exterior) 


a=4x - 45] (1) 
Aplicando la propiedad (V) 


e +0= 90% ] (2) 


Reemplazamos (1) en (2) 


Xx" +4x" - 45 =90% o 


Ejercicio O : Según la figura: P//Q 
AM = AF y BF = BN 


e Halle la mxMFN 


Resolución: 


: En un triángulo isósceles dos de sus la- 
¡dos son congruentes y la medida de sus 
ángulos opuestos respectivos son iguales. 


A AMF es isósceles siendo: 
[AM=AF=b' 
También el A FBN es isósceles, siendo 


Cx=0a+B | (1) 


De la figura: — » (aA+x+B=180 
| (a+ B) + x= 1802 ] ..«(2) 
Reemplazamos (1) en (2): x + x = 180? 
=» 2x= 180% => x=90* | > ¡mMZMEN=90' 


22 Rpta. 
Ejercicio (E) : Según la figura el suple- 
mento de (a + 6) es 80 y L, / L 


e Hallar el ángulo "x" 
Resolución: 
Del enunciado: 180” - (a + 6) = 80? 


- (a+0) = 100" | ..(1) 


Aplicando la propiedad (V), obtenemos: 
2BocHO aeaaas (2) 


Reemplazamos (1) en (2): 


2B= 1002 _B=50"] 


En el cuadrilátero Achurado: 
Por la propiedad (II): 


90 +x+90%+[f=360" 1» 


Reemplazamos el valor de "$" en (3): 


mx +50%=180" IS 
Ejercicio h: En la siguiente figura: 
L, L. Hallar x 


Resolución: 


e Luego derealizarlas prolongaciones in- 
dicadas, tenemos que: 


(por ser ángulos alternos intemos) 


. En el A O) por el teorema del ángulo exterior: b=a+x 
m D=Xx+X - b=2x] 
. Enel DO), los tres ángulo deben de sumar 180": b + x + 90? = 180? 
Pero b = 2x, entonces: 2x + x + 90” = 180? 


Rpta. 


Hard Dorian Taka 


REGLA PRÁCTICA 


En este tipo de problema siem- 
pre se cumple que; si LL: 


CAYOS ++ 


Ejemplos: Hallar "x": si L, / L 


Resolución 


X+FX+HX+X+4x= 180" 


Resolución 


Xx + 2x + 3x + (2x 4 20) = 1802 
8x = 180" - 202 


TALLERDE 
EJERCICIOS N2 19 


> >» 
Ejercicio [3] : SiendoL, //L2. Calcu- 
lar *P". 


Ejercicio [1] : En la figura mostrada 
> > 
Ly // L2. Calcular "x" 


L 


p X 


2x 


90%-x 


Resolución: 
Según la propiedad V: 
x + 2x =90? + (90? - x) 
m 3x = 1807 - x 

=» 4x = 1802 


Ejercicio : En el gráfico adjunto, 
Calcular "o" 


> > 
Ejercicio [2] : Siendo Ly // L2, calcu- 
lar "y" 


Resolución: 


Resolución: 


- = > 
Ejercicio 15) : Calcular "0" Ejercicios 7 : En la figura, Ly // Lo y 
> 
L3 // L¿. Calcular el valor de "o 


L, 
La 


Resolución: 


> => 5 AA . 7 e 
Ejercicio : Siendo Ly //L>, calcu- Ejercicio [8] : Según el gráfico: L; 
lar "gy" L>; a. + B+8+y= 140? Calcular el 


valor de x? 
34-20" 


Resolución: an 
Resolución: 


Rpta. .. [9 =25* | 


Problema o : En el triángulo rectángulo 
AEC, hallar "p", 


A) 30" B) 40" C) 50? 
D) 60? E) 70? 
Resolución: 


e  Aplicamos el teorema del ángulo ex- 
terior: 
En el A DBC: [are da 
Enel AEDC: | a+ 49 =60* 


Y MAM A+ 30 = 150" + l 


39=150% — -. h=sS00] Rpta.:C 
Problema O : : En la figura 
[a ll ¡e Hallar "o" 


A)6” B)7” C)8* D)J10" E)15? 
Resolución: 


e Aplicando la propiedad de ángulos en- 
tre paralelas: 


| Y de > ángulos di: di- a E de ángulos diri- 
rigidos a un lado 7 gidos al otro lado 


Tenemos lo siguiente: 50 + 4a + 30 + 20 + 0 = 45% + 30% + 20% + 10 


150 =105"] Ca=7] — RptaB 


Problema (3) : En la figura: Calcular "x" 
> > 
sabiendo que L;, // Lo. 


A) 15" B) 30? C) 45? 
D) 50? E) 53% 
Resolución 


+ Debemos prolongar líneas para formar 
triángulos. En el triángulo ABC. 


.a=x... Por ser Zs alternos internos 
pe, 2x + b= 1807 


-b=180" - 2x| ... ángulos adyacentes 


suplementarios 


. Pero por la propiedad del ángulo ex- 
terior: 


3x=b+ a| 
Sustituyendo a = x y b = 180 - 2x, tenemos: 


mm 3Ix= 180 -2x+X ¡4x= 180 ua 


Problema (O) En la figura a. + PB = 150" 


7 11m e" (e) 6 
A)60” B)40% C)45” D)30 E) 37" 
Resolución: 
e Dela figura se deduce que: 8 + B = 90” m 
ES la propiedad de Zs entre paralelas: 
| "Suma de ángu- _ "Suma de ángu- )¡ Como por dato sabemos que a+ B= 150", 
| losataizquierda" tos a la derecha" entonces nos conviene sumar miembro 
a miembro las ecuaciones | y Il. 
e Por ser 8 y a: ángulos suplementarios: Y MAM: 1 + ll: 8+8 8 + 0 +$=90" + 180 
0+0=180* 20 + 150% 270? 
. Resolviendo: 28= = 120% 


( e+P=90"  ...(1) AE e. 
Te =602: ls 
8+0a=180* ...(H) 60% Rpta.: A 


Problema (5) : En la figura, indicar la pro- A)x"+y"=a +b" B)x-y"=b"-a? 
piedad que se cumple: C)x*- y =a + b? D)x"-y%=a"-b? 
E) x” - 2y” = a” - 2b” 
Resolución: 
e  Porla propiedad del ángulo exterior: 
En el AABD: x=a +0 (1) 
En el ADBC: y” =b"+a (11) 
Restando M.A.M: x? - ar. RE + 0) -(b + a) 


Nm” 


Problema 6) : Deducir una fórmula para 
calcular "x" en términos de los ángulos "a" 
y "b”. 


A)x=a" +b" B) x = (a”+b)/2 
C) x = (a” + b")/3 D) x = (a? + b)/4 
E) x = 90” - (a? + b”) 


Resolución: 


> 
A 


+ Enel ÁACEF: mZAFE=0+6+ 

e  Porla propiedad del ángulo exteñor: 
Enel AABF: a+0+x=20+a (1) 
Enel AFDE: a0+0+x=208+b (2) 

+ Sumando miembro a miembro(1) +(2) 


2 + 904 2x = 20(+ 284 a+b 
Dosseración: 


Con esta fórmula podemos resolver di- 
rectamente ejercicios similares al pro- 
Rpta. B blema 6. Veamos: 


B) Calcular "e" 


Resolución: Resolución: 


50% 70 | [y 36%+40" ago! A 
x=-=—-—— =60* 1 Rpta. ' 10 ===2=88 pta. 
2 | a” | 


Problema Q ¿Si Ly //L> 


Hallar : x+ y +Z 


A) 200? B) 250? C) 300? 
D) 350" E) 400? 
Resolución: 


+ Por ángulos conjugados internos: 


30+30=180" == |0+8=60%) ..(1) 


+ Dela figura del problema extraemos las siguientes partes: 


0.+09+x= 180% 


+  XM.A.M: (2) + (3) + (4), tenemos: x + y + z = (180? — a — 8) + (a + 28) (20. + 0) 
Xx + y +Z= 180" + 2(0 + 0) 
Reemplazando (1) : a. +8 = 60%, nos queda: x + y + z = 180” + 2(60%) 


Finalmente: Y AS 


A DO E a 5 E 
3 
> 


César Vallejo, Trilce, Pitágoras, Sigma, Alfa. 


> > 
Problema Q) : SiL; // L2, calcular "x" 
A) 90 B) 72 
Cc) 60" D) 100* 
E) 120" 


El Matemática 


Resolución: 


.  EnelA ABC, por el teorema del ángu- 
lo exterior: 


o x= 2(0 + P) | .o.(1) 


e  Porángulos conjugados internos: 
(20 + 28) + (20. + 28) = 180? 


» la+B= 45] ..(2) 
%  Reemplazando (2) en (1) x=2(45%)= so* | Rpta. A 


> >» 
Problema (8) : Enla figura: L, // L> 
calcular "x" 


A)60” B)75” C)85” D)95” E) 105? 
Resolución: 


+. Por propiedad. 
20% + x + 20% = 707 + 65” 
7 [x=95%]  Rpta.D 


Calcular x. 

A) 62,5" B) 67,5” C) 43,5" 
D) 45? E) 80? 

Resolución: 


+. Por propiedad. 


+.  Porpropiedad de los ángulos de la- e  Porángulo llano: 
dos paralelos | (40. - 90%) + 38 + 8 = 180 


40-900 » 0=30%) ..(2) 4(307) - 90” + 408 = 180" 
-  Q= 37,5] ..(3) 
Finalmente reemplazamos (2) y (3) en (1) 


x= 30" + 37,5% m x= 67,5"] Rpta.: B 


> > E 
Problema £% : Si: L, / Lo Ls y La MCs, 
Calcular "x" 


A) 140” B) 115" C) 130" D) 100" E) 90? 


Resolución: 


e Por Zs opuestos por el vértice: 


|p=107 
Por Zs de lados paralelos y = 40"| 
e Por Zs conjugados internos: 
e 20+P+9=180% m» 20.+ 10" +40 =180% . a =65'] 


e. 0Q+x=180" m 65"+x= 180% 2» 


dl o > 
Problema ÉS : Si L; // L2, calcular “x" 
A)65* B) 130" C) 115" D) 120” E) 160? 


Resolución: % 


Primero debemos de calcular "q", por 
el teorema del exterior en el A som- 
breado 


24 =90" + 40% m» | 9=65 | 


Por ángulos conjugados internos: 
x+Q=180" mm»  x+65”= 180" 


> > 
Ejercicio O :Enla figura L; //Lo Ha- 
llar el valor de "a" y "P" 


A) 62 y 108? 
B) 72" y 108" 
C) 52* y 138" 
'D) 62* y 118* 
E) 52" y 118" 


Ejercicio (2) : Cuando dos rectas pa- 
ralelas son cortadas por una secante, el 
mayor de los ángulos conjugados mide 5 
veces el menor. ¿Cuánto mide el mayor 
ángulo correspondiente? 


A)120%  B) 140" 
D) 130  E)110* 


C) 150" 


eb e 
Ejercicio (3) : En la figura: Ly // Lo. 
Hallar (0. + B) 


A) 300? 
D) 290" 


B) 310" 
E) 2807 


C) 320" 


EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
ÁNGULOS FORMADOS POR DOS RECTAS 
PARALELAS CORTADAS POR UNA SECANTE 


CA e 
Ejercicio (4) : En la figura: L, // Lo. 
Calcular el valor del ángulo “x". 


A) 45" 
B) 15 
C) 36* 
D) 22* 
E) 20? 


e e 
Ejercicio 5] : Calcular “x" si L, // Lo. 


/Aj 8a> ¡4 
e a 
.B) 96" ' 
C) 1040 
D) 106" 
E) 95* 


Lo 


A) 22,5" 
B) 30" 

(045 
D) 36" 
E) 60* 


6k*+150 


e e 
Ejercicio (Y) :Enla figura: L, //L, si: 
El ángulo 1 mide 50: y el ángulo 4, mide 130. 
Hallar las medidas de los ángulos 2 y 3. 


4 ls 
A) 130" y 50? B) 140" y 40" 
C) 150" y 30* D) 120" y 60? 
E) 110? y 70* 
Ejercicio (8) :Enla figura: P / Q: OM 


Es bisectriz del: ZPOR. Hallar "x" si 
mPOM = 20* 


A) 160% B)150" C) 130? 
(D)140 E) 120" 
ide ) 


> e e 
Ejercicio (9) :Enla figura Ly //Lo. Ha- 
llar el valor de *x", 


A) 20" 


B) 30 C) 40" D)50* E)60* 


e «e 
Ejercicio O: En la figura: Ly // Lo. 
Hallar el valor de “x"; Si 3x + y = 180" 


A)20? B)25” C)30% D)35” E) 367 


e 6-_ 
Ejercicio ú: Siendo: Ly //Loy AB L 
e 
Lg el ángulo "x" mide: 


A) 103" 
B) 157 
C) 143> 
D) 133" 
E) 123> 


eo > 
Ejercicio (P): EnlafiguraL, //L>, en- 
tonces el valor de "y" es: 


A) 130% 
B) 140" 
C) 120" 
D) 100" 
E) 110? 


Ejerciclo O: En la figura L, // Lo. 
Calcular el valor de "e". 


A) 130" 
D) 100? 


B) 80" 
E) 110? 


C) 120? 


Ejercicio (bh: Calcular ” KE si oP es 
bisectriz del ángulo AOB; E, / ls y MN 
1L; 


Ejercicio 1) : De dos ángulos conju- 
gados externos entre paralelas uno de 
ellos excede al otro en 50%, uno de dichos 
ángulos mide: 

A)55” B)65” C)50” D) 105” E) 75? 

Ejercicio (2) : Dos rectas paralelas al 
ser intersectadas por una secante forman 
dos ángulos conjugados internos cuyos 
valores se expresan por: 2x - 10% y 4x - 
20”. ¿Cuánto mide el menor de ellos? 


A) 120? B)60? C)80" D)40” E)50* 


Ejercicio (3) : Los ángulos E y F son 
conjugados externos entre paralelas. Sus 
medidas en grados son: E =2x + 18"; F= 
x + 12”. Por lo tanto: E - 2F + 4x es: 


A) 80? 
D) 110? 


B) 90” 
E) 120% 


C) 1002 


P- >. 
Clave de Respuestas 


A) 118" 
D) 1940 


B) 622 
E) 200* 


C) 149" 


Ejercicio (9) : Dos rectas paralelas 
son intersectadas por una secante, dos 
ángulos conjugados externos son entre 
sí como: 7 es a 11. ¿Cuánto mide el án- 
gulo conjugado menor? 


A) 30" B) 60* 
D) 90- E) 1107 


C) 70? 


Ejercicio (5) : Dos ángulos conjuga- 
dos internos entre rectas paralelas son 
tales que si al menor se le disminuyen en 
12” para agregarle al mayor, este último 
ángulo mide el doble de lo que queda del 
menor. La medida en radianes del ángu- 
lo mayor es: 


T 
Aza 


Brén cyén oa Eén 
s 13 e a y 


- 
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Ejercicio O: En la figura mostrada: lEjercióto O: Si E 11 4 mABC = 


ON/AM. Hcllo- haa ¡mCBD. Calcular el valor de a. 


A) 110? 

B) 117 sd 

C) 1440 ed 

D) 126 dl 

E) 135" ¡pD4p" 

Ejercicio (7] : En la figura mostrada: sd 

L, 4L,. Hal 

A) 32? ¡Ejercicio : En la figura mostrada: La 
B) 522 disposición e los ángulos: 1,2,3,4 están 
C)48> en Erosr gión aptos de fenón 120*. Cat- 
D) 62- cular la medida del ángulo 5. Si L; // Lo. 
E) 78? 


A) 20? 
Ejercicio O:: El triángulo ABC, es B) 30* 


equilátero; Ly // Ls Hallar "x". C) 40" 

D) 60* 
A) 302 E) 80? 
B) 40 
C) 20” 
D) 60* Ejercicio (12) A En la figura. Calcular el 
E) 50" valor de "a". Si L; // Lo. 
Ejpraleló O: Siendo el A ABC equilá- L, E 
tero y L; U o Halle: "x + y" 

3q 

A) 270* E 
B) 300? ls 0 
C) 220" 
0 A)5"  B)10” C)12" D)15" E) 180 
E) 400” 


Ejercicio (O: En la figura. do Ejercicio (bd: En la figura: 


MOBA, si: MGÁB= 40” y BA // OF PE 
5 MH: E 710 Le / Lé 


Entonces se cumple: 


A) 130" B) 160? C) 155” 


D)140%  E)145? 

A) m"+p*=180%  B)m*+p*+n*=180* 
Ejercicio (14% En la figura: Eg Il po y| C) n* =p” D) s” + p?= 180" 
mín. Hallar x. E) q + n*= 180 


Ejercicio (17)k Si: bs I/ e Hallar: az 


A) 65 
B) 75" 
Cc) 60* 
D) 50" 
E) 80? 


eo 
Ejercicio 5: En la figura mostrada: L; 
IF Lo; a+ P = 80”. Hallar x 
, a E a e e6 
- Ejercicio (D: Si: Ly //Lo y a +0=50*. 
3 A) 50* Hallar x. 
A 
, B) 60? 
Í Cc) 80" 
: D) 90? 
; 
' E)75 


Pci Goscñas Magic 


Ejercicio (5: En el gráfico mostrado 
= => 
m// n. Hallar: *x" 


A) 1207  B)130* C) 140" 
D) 1507 E) 160" é 


Aa B) 2a C) 90” - a 


Ejercicio ÉP): En la figura: L / AC 
D) 90? - 20. E) 90* jercicio : En la figura: L / AC. 


Calcular: "x" 


e e 
Ejercicio [20% En la figura: Ly // Lo. 
Calcular "x" 


A)1107  B)120* C) 50? 


D) 80* E) 1009 


AAA y 
ar +8? ego A 
n= 1.8 | 7.B | 13.0 
14.A 

15.C 


Ejercicio (21) : Calcular "x” si: 
e e 
a” +b”=170* y Ly // Lo 


Es la unión de segmentos no colineales, en la cual el extremo de cada segmento 
es el comienzo del siguiente. 


(Figura 1) (Figura 11) (Figura II) 


Los segmentos que forman la línea quebrada se llaman lados de la misma. Una 
línea quebrada es cerrada si el extremo de su último lado coincide con el origen 
de su primer lado. (Figuras li y 11I). 


Una línea quebrada es simple si cada uno de sus lados tiene sólo un punto co- 
mún con el otro lado (Figuras | y 11). 


52 
Se llama así a una línea quebrada cerrada simple (situada toda ella en un plano). 
(Figura 11). 
é  Lalínea quebrada se denomina frontera del polígono. 
é  Loslados de la frontera se llaman lados del polígono. 


é Los puntos de intersección de los lados son los vértices del polígono. 


Por otra parte; el número de lados de un polígono es igual al número de sus 
vértices. (figura 1V). 


. Diagonal (d), de un polígono, es el segmen- 
to que une dos vértices no contiguos del 
mismo. 

(contiguos: significa lados consecutivos). 


* Perímetro (P), de un polígono es la suma de 
las longitudes de todos los lados del mismo 
es decir, la longitud de la frontera del 
polígono. 


» Ángulo interior o interno (Z ¡), de un 
polígono, es el ángulo convexo formado por 
dos lados contiguos de dicho poligono. 

_— -+ Ángulo exterior o externo (Z e), de un 
| Diagonal: A/A, = d polígono. Es el ángulo adyacente suple- 
| Perímetro(2P): a+b+c+d+e mentario a un ángulo interior del mismo 
A palo 

5.2.1 REGIONES DE UN POLÍGONO: 


Un polígono divide al plano en dos regiones: 


a) Región interior.- Es el conjunto de puntos pertenecientes al interior del 
polígono. A esta región interior de un polígono se le denomina Región 
Poligonal. 

b) Región exterior.- Es el conjunto de puntos del plano que no pertenecen al 
polígono ni a su región interior. 


Región interior o 
región poligonal 


fi Región Exterior 
q 


5.2.2 CLASIFICACIÓN DE LOS POLÍGONOS: 


1. Por el número de ángulos (o de lados): 


2. 


3. 


HHatemáti 


Por su convexidad: 


dé Polígono convexo: Es 
aquel que al prolongar cual- 
quiera de sus lados, todo el 
polígono se encuentra ha- 
cia un mismo lado de la rec- 
ta, en lo sucesivo sólo nos 
referiremos a polígonos 
Convexos. 


Polígono no convexo o 
cóncavo: Es aquel que al 
prolongar uno de sus lados 
el polígono es dividido en 
dos partes. 


Por la igualdad de sus ángulos (o lados): 


o Polígono Equián- ||» Polígono Equilátero: |; 


gulo: Es aquel quetie- Es aquel que tiene to- 
ne todos sus ángulos dos sus lados iguales. 
iguales. B> 


hs 


(Polígono Bo 
Equiángulo) » A 
(Polígono Equilátero) 


Polígono Regular: Es 
aquel que es equilátero 
y equiángulo a la vez. 


Cc C3 


(Polígono Regular) 
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4. Por su relación con la circunferencia: 


Polígono inscrito: Esaquelenque || * Polígono circunscrito: Es aquel que 
todos sus vértices pertenecen a la tiene todos sus lados tangentes a la 
misma circunferencia; y la circunte- misma circunferencia y la circunferen- 
rencia se llama circunscrita al cia se denomina inscrita en el polígono. 
poligono. - Polígono EFGH, circunscrito a la 
- Polígono ABCD, inscrito en la cir- circunferencia y circunferencia inscri- 
cunferencia o ta en el polígono EFGH. 

- Circunferencia circunscrita al 

polígono ABCD. F G 


Cc 


5.2.3 PROPIEDADES: 


' PropIEDAD | 


(Fórmula) ¡a=n-3 | Donde: “n” representa el número de lados del 
polígono. 


Ejemplo ll: Calcular el núrnero de diagonales que se pueden trazar desde 
un vértice de un hexágono. 


Resolución: 


Como se observará del vértice “V” se han 
podido trazar 3 diagonales. 


Si aplico la fórmula; resultará: 


V d=n-3 > d=6-3=3 


de A da 


Ejemplo la]: Cuál es el polígono en el que se pueden trazar 8 diagonales desde un 
vértice: 


Resolución: 


En.la fórmula: | d=n-3 | , teemplazamos el valor de d = 8. 


y 
8=n-3 > n=11 


-Rpta: El polígono de 11 lados llamado undecágono. 


PTS 
ProPiEDAD Il 


rf 


- del primer vértice se trazan  —>(n-3)diagonales. 
- del segundo vértice se trazan _, (n-3) diagonales. 
- del tercer vértice se trazan > (n-4)diagonales. 
- del cuarto vértice se trazan  _,(n-5) diagonales. 
- del quinto vértice se trazan  —>(n-6) diagonales. 


y así sucesivamente: 


“El número de diagonales que se pueden trazar desde “v” vértices consecutivos de un 
poligono de “n” lados, es: 


Donde: d = diagonales parciales ; 
v = vértices parciales 
(Fórmula) n = número de lados del polígono. 


Ejemplo 3 - De cuatro vértices consecutivos de cierto polígono se han trazado 21 


diagonales. Cuántos lados tiene el polígono? 


Resolución: 


- del primer vértice se trazan: (n - 3) diagonales. 
- del segundo vértice se trazan: — (n- 3) diagonales. 


- del tercer vértice se trazan: (n - 4) diagonales. 

- del cuarto vértice se trazan: (n - 5) diagonales. 

Sumando se obtiene: (n - 3) + (n - 3) + (n - 4) + (n - 5) = 21 
á4n-15=21 


4n=36 -. [n=9 


Aplicando la fórmula: 


Donde: 


d=21; v=4; 
Reemplazando valores en la fórmula se obtiene: 
21=n.4-5 (4+1)(4+2) 


21=4n-15 > 4n=36>.:. n=9] Rpta. 


Ejemplo [4] : De 3 vértices consecutivos de cierto poligono convexo se han trazado 
20 diagonales. Cuántos lados tiene el poligono? 


Resolución: 


Aplicando la fórmula: | d = n.v 2 (v +1) (v+2) 


Donde: d=20; v=3; n=? 
Reemplazando valores obtenemos: 20=n.3-3 (3 +1) (3 +2) 


Rpta.: ¡El poligono tiene ¿10 lados. 


PhropteDAD Ill: 


20=3n-10 "» 30=3n 


Demostración: 


1) De cada vértice se pueden trazar (n - 3) 
diagonales, siendo “n” el número de 
vértices. 

2) El número total de diagonales, será en- 
tonces: n(n - 3) 

3) Pero, como cada diagonal se ha conta- 
do dos veces, el número real de 
diagonales será: 


[2] 3 -N 


Ejemplo Calcular el número de diagonales que se pueden trazar de un heptágono. 
q 9 


De la fórmula: Donde: n = 7 


Reemplazando el valor de “n” en la fórmula, se tiene: 


Resolución: 


lagonales que se p 
de diagonale SS : 
zar en un heptágono es 14.> 
Ejemplo 6: Cuál es el polígono convexo en el que el número de diagonales es mayor 
en 88 que el número de lados. 


Resolución: 


Del enunciado: + de diagonales — + de lados = 88 
ÓA<A<p=2AAA<A< mp F———— 


0 Mames » (M-3-2n=176 
n?-5n-176=0 
y y 


n - 16 
o 
(n- 16) (n+11)=0 Donde: i) n-16=0 > [m316] 


iy n+1=0 > [n=4] 


+ Delos valores que toma “n” sólo tomamos el valor positivo ya que el número de 
lados de un polígono no puede ser negativo. 


PropieDAD IV 


Ht de triángulos = n - 2 


rnomemo Y 


$ de tnángulos =n - 1 


' 
+ de triángulos = n 


PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE 
POLIGONOS 


Problema GH: Si el número de lados de un polígono disminuye en 3 el número de 
diagonales disminuye en 12. ¿Cuántos lados tiene el polígono? 


Resolución: 


Sea: n =t de lados del polígono inicial. 


' n(n- 3) 
+ de diagonales = E .-- (1) 


Si el número de lados del polígono disminuye en 3; este nuevo polígono tendrá: (n - 3) 
lados. 


Luego: $ de diagonales = 
Del enunciado; planteamos la siguiente ecuación: 


ha A 
2 2 - 


(n — 3) [(n- 3) - 3] _ (n— 3)(n- 6) 
A CE + 2 «+ (8h 


EG Matemacica M2 
n(n — 3) - (n — 3) (n —- 6) 
2 


(n?2 - 3n) - (n? - 9n + 18) = 24 


6n-18=24 >  6n=42 -. n=7] 


———— 


Rpta: El polígono tiene 7 lados. 


=12 


Problema : Determinar el número total de diagonales de un polígono, si de 3 
vértices consecutivos, sólo pueden trazarse 26 diagonales. 


Resolución: 


Datos: v=3 y d=26 


a) Aplicando la fórmula: dan AA ; obtenemos: 


1 
26=3. a m>  26=3n-10 


36=3n  .. Un=12| 


b)  Calculamos el número total de diagonales; aplicando la fórmula: 
_n(n- 3) N _ 12(12- 3) 
o Ca 


= 6 (9) = 54 


Problema > Hallar el número de lados de un poligono, sabiendo que en él se 
pueden trazar 104 diagonales. 


Resolución: 
A 4 n(n-3) |. 
En la fórmula: | N e Reemplazamos el valor de N, = 104 
104 = pal 3) 208 = n(n -3) 
A E ARA "mp 
Descomponernos 208 de la siguiente 208 = n” - 3n 
manera: 208/12 0=n? - 3n -208 


y 
-16 


"| 
e 


104|2 3 
0S[2 | 10 me [205=3053] 


Donde:  (n- 16) (n+ 13)=0 


Y n-16=0 > [n=16] ij n+13=0 > [n=-13) 


A 


Rpta. El número de lados del polígono es 16. 


Problema 6: En un polígono convexo, el número de diagonales es igual al cuádru- 
ple del número de ángulos interiores, menos 5. En cuántos triángulos puede descom- 
ponerse este polígono al unir un vértice con el resto de los vértices. 


Resolución: 


Recuerda Que: El J 


Sea: 


n = número de lados del polígono; número de ángulos interiores = n 


Del enunciado: 


Kt de diagonales es igual al cuadruple del + de ángulos interiores, menos 5 
Rx AAA KAKX2A  _ O_O — —o—_——  _ _  _ € _ __ _—____ 


ÓN 4n-5 Donde: 
n-3n=8n-10 m n- tin+10=0 (M-10)(n-1)=0 
21 Y m-10=0 > [n=10 
n -1 ii) n-1=0 > Ín=1| 
En este caso “n” toma 2 valores positivos de las cuales sólo se cumple 
cuando n= 10 y no cuando n = 1, pues no hay polígono que tenga 1 lado. 


El polígono tiene 10 lados. | 


PoR PROPIEDAD: 


El polígono de 10 lados puede des- 
componerse en: (n - 2) triángulos. 


Luego: n- 2=10- 2= 8 Triángulos. 


Rpta. — El número de triángulos que 
puede descomponerse el polígono al> 
unir un vértice con el'resto de los vér- 
tices. es de 8 triángulos. ' 
MA AA 


: 


ACP, MI 
Problema Ó: La diferencia de los números de los lados de dos polígonos es igual a 
4 y la de su número de diagonales igual a 22. Calcular la suma de los números de lados. 
n(n-— 3) 


Sea: n = + de lados de uno de los polígonos, ++ de diagonales = 3 


j N(N — 3 
N = + de lados del otro polígono, +t de diagonales = pe 
Del enunciado; planteamos las siguientes ecuaciones: 


n(n— 3) . N(N —3) 


Mo n-N=4a =[n-A=ND- de A 2 
Reemplazamos (1) en (ii): aa = ERA 22 
n(n-3) (n-4)n-7) (1 - 3n)-(n” - 11n+28) 
a > 


n—-- 


8n-28=44 "» 8n=72 "» -. n=39 


Luego, reemplazamos el valor de n = 9 en la expresión (1): 
n-4=N "> 9-4=N mo. N=5 


Rpta. La suma de los números de lados de dichos polígonos es: n+N=9+5=14. 


De >. 


A cu de a ama 2 A 


Problema P : Hallar el número de lados del polígono, tal que si reducimos a la mitad 
el número de lados, las diagonales se reducen a 1/7 del número inicial. 


Resolución: 


Sea: n = número de lados del polígono inicial. 
n(n- 3) 
E ae 
é  Sireducimos a la mitad el número de lados, el número de ES = ) 
diagonales sería: 


+ El número de diagonales es: 


2 
Del enunciado, planteamos la siguiente ecuación: 
A - 3) 2 2 
22 2 MAIN a; A n -6n_n-3n 
ML a a E 1 dd 
7 (n? - 6n) = 4(n? - 3n) Donde: 


7r? - 42n = 4n? - 12n 


3n? - 30n = 0 ; sacamos factor común “3n” 
3n(n - 10) =0 li) n-10=0 mm n=10 


A Apta. . El polígono tiene 10 lados. 


i3n=0  "* n=0 


De la figura: 
¡ = ángulo interior 
e = ángulo exterior 


c = ángulo central 


5.3.1 PROPIEDADES: 


Demostración: 


1) Trazamos todas las diagonales posi- 
bles desde 1 sólo vértice del polígono. 
2) Se forman siempre (n - 2) triángulos. 
3) Porlotanto: Si=180" + 180*+... + 180" 
(___K<2 q... q K_K<X<+—Y 


(n -2) 


Si = 180%n - 2) = 2.90n - 2) 
———— A > 


ángulo recto 


Pomenao Vi El ángulo interno de un polígono 1180 2(n — 2) 
regular o de un polígono equiángulo. Es igual a: n 


Ángulo central de un 


polígono regular: Es el ángulo convexo "o!" 
formado al unir el centro del polígono con 
dos vértices consecutivos. 

Siendo todos los ángulos centrales iguales, 
la medida de uno de ellos, será: 


Demostración: 


1) La suma de todos los ángulos centrales que se forman es: 


2) Como el polígono tiene “n” lados, habrán “n” ángulos centrales, siendo su suma: 


3) Como se podrá observar los ángulos centrales se hallan alrededor del mismo 
punto “O”, Siendo su suma 360, entonces: 


a. n=360% Donde: 


PhorteDAD X-: La suma de todos los ángulos 


exteriores (uno por vértice) de un polígono con- 
vexo es 360". 


De la figura: 


» 300 THaruel _Coveñas HaguicheD 


Problema 7) : Hallar la suma de los ángulos internos de un Eneágono. 


Resolución: 


Portómuta: | Szi=180%n 2); | Somo el polígono és un ántagono, el 
número de lados es 9 o sea: n=9 
Reemplazando el valor de “n” en la fórmula, se obtiene: 


SZi= 180%9 -2) = 18047) = 12602 + SZi=1 260% 


Rpta. La suma de los ángulos internos del eneágono es 1 260% 


Problema Ó: Hallar el número de diagonales de un polígono regular cuyos ángulos 
internos suman 1 080". 


Resolución: 


Sabemos que: SZi=1 080 ; por fórmula: SZi=180%(n - 2) 
y 
180%(n-—2)=1080% "w»  n-2=6 


+. [n=8 | (polígono de 8 lados) 


n(n-— 3) 
Luego, el número de diagonales será: N, o (Fórmula) 


dis _8(8-3) 
Reemplazando el valor "n obtenemos:N  =——5— =4(5) =20 > ¡N =20 ! 


Apta: El número de diagonales del Polígono es 20.. 


Problema Ó : ¿Cuántos lados tiene el polígono regular, si la suma total de sus 
ángulos internos y Externos es 1 4409? 


Resolución: 
Sea: n = Número de lados del polígono. 


Del enunciado: SZi + SZe =1 440% 
180%(n - 2) + 360%= 1 4409 


180% - 360% + 360 =1 440% > 180%. =14400 1 - 'n=8 


Rpta: |Ebpoligono regular tiene 8 lados. 


¿SS E E A e A es E e 


Problema 5 : En un polígono, su nú- 
mero de diagonales es igual a 5 veces 
su número de lados. ¿Cuántos lados tie- 
ne dicho polígono? 


Resolución: 


Problema : ¿Cómo se llama el 
poligono en el cual desde tres vértices 
consecutivos se pueden trazar 14 
diagonales? 


Resolución: 


TALLER DE 


- PROBLEMAS N*G0) 


Problema /3| : Averiguar el número de 
lados de un polígono en el cual se cum- 
ple que, al aumentarle un lado su núme- 
ro de diagonales aumenta en 5. 


Resolución: 


Problema : En cierto polígono se 
trazan todas las diagonales desde un 
vértice y queda dividido en 18 triángu- 
los. ¿Cuántas diagonales en total tiene 
aquel polígono? 


Resolución: 


Problema 5 : ¿Cuántos lados tiene el 
polígono en el cual la suma de ángulos 
internos más la suma de ángulos exter- 
nos es 2 1607? 


Resolución: 


Problema" 6 : La diferencia entre un 
ángulo interno y un ángulo externo de 
un polígono regular es 36". Hallar el nú- 
mero de lados del polígono. 


Resolución: 


Problema ER : En un polígono reguiar 
un ángulo central mide 10*, y cada lado 
mide 5 cm. Calcular el perímetro. 


Resolución: 


Problema ¡8 : En un polígono 
equiángulo cada ángulo exterior mide 
11915". Hallar el número de lados. 


Resolución: 


Problema 6H. ¿Cuál es el polígono en 
el que se pueden trazar 6 diagonales 
desde un vértice? 


A) Hexágono B) Pentágono 


C) Nonágono D) Octógono 
E) Heptágono. 
Problema (Y : De 6 vértices consecuti- 


vos de cierto polígono se han trazado 20 
diagonales. ¿Cuántos lados tiene el 
polígono? 


AJ5 B)J6  CjJ8- DJ9 E) 10 
Problema 13) : Hallar el número total de 
diagonales que se pueden trazar en un 


polígono de 18 lados. 


A) 145 B)135 C)315 D)189 E)165 


Problema' >: ¿De cuántos lados es el 
polígono de 54 diagonales? 
A)12 B)14 C)10 DJ8 E) 13 
Problema : N es el número total de 
diagonales de un undecágono, y M es el 
número de lados de otro polígono en el 
que se puede trazar 65 diagonales como 
máximo. Hallar el valor de: 3N - 2M 


A) 109 B)49 C)160 D)106 E)N.A 


Problema : ¿Cuántos lados tiene el 
polígono en el cual al aumentar su núme- 
ro de lados en tres, su número de 
diagonales aumenta en 15? 


PROBLEMAS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
POLÍGONOS 


AJ6 B)7 CjJ8  D)J5 E) 10 

Problema a : ¿Cuántos lados tiene el 
polígono cuyo número de diagonales ex- 
cede en 133 al número de lados? 
A)19 B)17 C)15 D)20  E)23 

Problema ($ : Dos números Consecuti- 
vos representan el número de lados de 
dos polígonos. La diferencia entre sus nú- 
meros de diagonales es 3. Hallar el 


polígono mayor. 


A) Hexágono B) Pentágono C)Octógono 
D) Eneágono E) Dodecágono 


Problema Ó : ¿Cuántos lados tiene el 
polígono en el cual su número de 
diagonales aumenta en cinco, al aumen- 
tar en uno el número de lados? 

A)J5 B)6  Cj3- DJ4 E) 7 
Problema 6: La diferencia de los nú- 
meros de lados de dos polígonos es igual 
a 6 y la de su número de diagonales igual 
a 81. Calcular la suma de los números de 
lados. 

A)18 B)30 C)40 D)32 E)38 
Problema : El número de lados de 
un polígono es igual a la mitad del núme- 
ro de diagonales. Calcular el número de 
lados. 
AJ7 B)8 C)6 


D)5  EJ9 


Problema Ó : Hallar el número de la- 


dos de un polígono, sabiendo que en él 
se pueden trazar 152 diagonales. 
A)16 B)18 C)19 D)21  E)20 
Problema : Hallar el número de la- 
dos de un polígono regular de lado igual 
a 6 dm. Si el número de diagonales es 3 
veces su perímetro expresado en decíme- 
tros. 


A)36 B)39 C)32 D)28 E)30 


Problema : ¿Cuál es el poligono 
convexo, cuyo número de diagonales ex- 
cede al número de vértices en 25? 


A) Octógono  B) Pentadecágono 


C) Decágono 
E) Undecágono 


D) Eneágono 


problema ($): Determinar el número de 
diagonales Ue un poligono, si de 6 vérti- 
ces consecutivos, sólo se pueden trazar 
44 diagonales. 


A)68 B)44 C)54 D)45 E)77 


Clave de Respuestas 


Problema(): Hallar la suma de los án- 
gulos internos de un Dodecágono. 


A) 1 4400 
D) 1 680% 


B) 1 8000 
E) 1 890% 


C) 1 8400 


Problema $ Hallar el número de 
diagonales de un polígono regular cuyos 
ángulos interiores suman 1 6209 
A)48 B)55 C)44 D)42 EJNA 
Problema P Hallar el número de 
diagonales de un polígono regular, cuyo 
ángulo central mide 2/3 de recto. 

A)3 B)J6 Cj9  DJ12 E)24 
Problema) : ¿Cuál o cuáles de las si- 
guientes proposiciones son falsas? 


I) Entodo polígono regular los ángu- 


los central y exterior siempre son 


iguales. 

31) Todo polígono convexo tiene 
diagonales. 

III) Los polígonos equiángulos pueden 
ser cóncavos. 

A) Il B) 111 C)l y ll 

D) 1 y Il E) Il y Ill 


Problema Ó: Si a un polígono regular 
le duplicamos el número de lados enton- 
ces su ángulo exterior disminuye en 90, 
de qué polígono se trata. 


A) Dodecágono 
C) Icoságono 
E) Pentadecágono. 


B) Decágono 
D) Octógono 


Problema $ Cuál o cuáles de las afir- 
maciones són correctas: (“n”: número de 
lados del polígono). 


) La suma de los ángulos internos de 
un polígono estrellado es 180%(n - 3). 


Y” “E >= > WM Y 


O E AA E O A 


II) La suma de ángulos internos de un 
exágono convexo es 720". 

III) Cuando el número de lados de un 
polígono convexo sea igual al núme- 
ro de diagonales entonces este es 
un pentágono. 

IV) El ángulo exterior de un octógono 
convexo mide 45" 


AylyIVo— B)lyil 
D)I,Ily IV E) Il, Ml y Iv 


C)!, tl y 111 


Problema): Si la suma de los ángulos 
internos y de los ángulos externos de un 
polígono estrellado es igual a 720% dicho 
polígono tiene: 


A) 6 vértices B)8 vértices C) 10 vértices 
D) 4 vértices E) No existe tal polígono 


Problema (4: En un polígono regular la 
razón entre"el número de sus diagonales 
y el número de ángulos rectos que suman 
sus ángulos interr.os, es 27:10, entonces 
el poligono tiene ....lados. 
A)10 B)12 C)1i5 D)20  E)27 
Problema É: Encontrar el número de 
diagonales de un polígono regular si su 
ángulo interior mide el triple de uno de sus 
ángulos exteriores. 


A)16 B)15 C)24 D)20 E)18 


Problema : Si el ángulo interior de 
un polígono regular se le disminuye 36' 
resulta otro polígono regular con un lado 
menos. Cuál es el número de lados del 
polígono inicial. 

A)20 B)25 C)26 D)28  E)32 
Problema : ¿En qué polígono regu- 
lar el ángulo interior excede al exterior en 
13207 


A) En el decágono 

B) En el icoságono 

C) En el pentadecágono. 

D) En el polígono de 30 lados. 
E) En ninguna. 


Problema É : Los ángulos interiores 
de 2 poligonós regulares difieren en 20? y 
sus ángulos exteriores suman 100". ¿Qué 
polígonos son? 


A) Cuadrado y exágono 

B) Exágono y octógono 

C) Eneágono y dodecágono 
D) Exágono y eneágono 

E) Octógono y eneágono. 


Problema : Tres veces el ángulo ex- 
terior de un polígono regular es igual a dos 
veces un ángulo interior. ¿Cuál es ese 
polígono? 


A) Es un cuadrado B) Es un pentágono 
C) Es un exágono D) Es un Nonágono 
E) Es un decágono. 


Problema Los ángulos de un 
exágono convexo están en progresión arit- 
mética de razón 10%. ¿Cuánto mide el 
ángulo mayor? 


A) 952 
D) 1450 


B) 1252 
E) 1650 


C) 1350 


Problema $ : La suma de los ángulos 
internos de Un polígono convexo es a su 
número de diagonales como 64:3. Calcu- 
lar su número de lados. 


A)15 B)13 C)18 D)20 E)16 


Clave de Respuestas 


Problema $ Hallar el número de la- 
dos de un polígono, si la suma de sus án- 
gulos interiores más la suma de sus án- 
gulos exteriores es 3 600". 


A)15 B)18 C)20 D)30 E)25 


Problema les Calcular el número de 
diagonales de un polígono convexo, si la 
suma de sus ángulos interiores es 900. 
A)16 B)14 C)j9 D)J20  E)J15 
Problema : ¿Cuántas diagonales 
tiene un polígono regular, si su ángulo in- 
terior es el triple de su ángulo central? 


A)30 B)12 C)20 D)J1i4 E)J18 


Problema Ó ¿En qué polígono la 
suma de sus ángulos interiores es igual a 
5 veces la suma de sus ángulos exterio- 
res? 


A) Pentágono 
C) Pentadecágono 
E) Dodecágono 


B) Decágono 
D) Icoságono 


Problema Ó : En un exágono tres de 
sus ángulos interiores son congruentes y 
miden 100 cada uno, silos otros tres án- 
gulos también son congruentes entre si. 
Calcular la medida de cada uno de estos 
ángulos. 


A) 2007 B) 1002 C) 240" 
D) 160? E) 1409 
Problema Ó: Hallar la suma de ángu- 


los interiores de la figura. 


Lar 


A) 1200 B)1 8002 
C) 1600? D)2500> 
E) 3 600? 


Problema : El lado de un polígono 
equilátero mide 6 u y su número total de 
diagonales es numéricamente igual al 
perímetro del polígono. ¿Cuántos vértices 
tiene el polígono? 

A)15 B)10 C)18 D)20 E)22 
Problema): Al disminuir en 2 el núme- 
ro de lados de un polígono convexo, se 
obtendrá otro polígono con 15 diagonales 
menos. ¿Cuántos lados tiene el polígono 
original? 

A)10 B)12 C)15 D)18 E)20 
Problema Ó : Calcular el número de 
lados de un polígono tal que al aumentar- 
le 6 lados, su número de diagonales au- 
menta en 93. 


A)10 B)12 C)13 D)14 E)NA 


Problema : Enun polígono convexo 
de "n" lados desde tres vértices consecu- 
tivos se pueden trazar "2n" diagonales. 
Hallar *n”. 

AJ9 B)12 C)15 DJ10 E8 
Problema : La diferencia de los án- 
gulos exteriores de dos polígonos regula- 
res es 9", si uno de ellos tiene dos lados 
más que el otro, hallar el número de lados 
del polígono que tiene menor ángulo ex- 
terior. 
AJ6 B)8  C)j10 DJ12 E)NA 
Problema $: Si la diferencia entre los 
ángulos interiores de dos polígonos regu- 
lares es 18". ¿Cuál es la diferencia entre 
las medidas de sus ángulos centrales? 
A)12” B)15* C)18* 


D) 20 E)N.A 


a ic Ml de e a. A. dl da 


== 


=T WM » Alé 


Problema $ : Si un polígono regular 
tiene "x" lados y la suma de sus ángulos 
externos, centrales e internos es "200* x", 
hallar el número de diagonales. 


A)200 B)135 C)145 D)125 E)N.A 


Problema : Si un polígono de "n" 
lados tuviera (n - 3) lados, tendría (n + 3) 
diagonales menos. Hallar el número de 
lados del polígono. 

AJ5 B)J6  Cj9  D10 E)12 
Problema : El número de diagonales 
de un polígono convexo excede en 16 a 
la diferencia entre el número de ángulos 
rectos a que equivale la suma de sus án- 
gulos internos y el número de vértices del 
polígono. Hallar el número de lados. 

AaJ8 B)9 Cj10 DJ12— E)16 
Problema $ : En un polígono regular 
el valor del ángulo interno es igual a cinco 
veces el valor del ángulo central. Calcular 
el número total de diagonales de dicho 
polígono. 

A)54 B)53 C)48 D)45 E)N.A 
Problema : El ángulo exterior de un 
polígono regular mide 197'30". ¿Cuántos 
lados tiene? 


A)60 B)240 C)180 D)320 E) 420 


Problema : Calcular el número de 
lados del polígono regular, que al dismi- 
nuir en 70 su número total de diagonales, 
cada ángulo interior disminuye en 21”. 
A)1i5 B)12 C)13 DJ18 E)19 
Problema : Si se duplican el número 
de ángulos internos de un polígono, la 
suma de ángulos internos se triplican. 
¿Qué polígono es? 


A) Icoságono  B) Pentadecágono 
C) Dodecágono D) Eptágono 
E) Cuadrilátero 


Problema $ : En un pentágono regu- 
lar setrazan todas sus diagonales. ¿Cuán- 
tos triángulos se forman? 
A)10 B)25 C)35 


D)40 E)N.A 


| Clave de Respuestas 


Organizados por 8 as Ss 
César Vallejo, Trilce, Pitágoras, Sigma, Alfa 


| 


6 Si a un polígono regular se le aumenta un lado, su ángulo interior aumenta en 
12%. ¿Cuál es el polígono? 


A) Icoságono  B)Exágono  C)Nonágono  D)Pentágono E) Octógono 
Resolución: 


é Para su mejor comprensión, hacemos el siguiente cuadro: 


+1 
n 


180* (n-2) 180* (n+1-2) 
n n+1 


Z inteñor 


+12" 
é Según datos del problema: 


180% (n+1-2) 180* (n-2) 
n+1 n 


=12" 


2 2 
n_-n- (n -n-2) = 1 zm (n+1) = 30 
n (n+1) 


(2) Los ángulos exteriores de un poligono regular miden, cada uno 1/5 de recto. 
¿Cuál es dicho polígono? 


A) Icoságono B) Eneágono C) Exágono 
D) Endecágono E) Dodecágono 


"Y A OS Y y 


SE E A HE A RR 


Resolución: 
donde: 


é  Entod lí lar: [1 
n todo polígono regular. a tads 


é Según datos del problema: 1 Z exterior=1 (90%) = 18? 
5 


189 - 380%  n - 0% 29 


¿Cuál es el polígono cuyo número de diagonales es igual a su número de la- 
dos? 


A) Exágono B) Triángulo  C) Pentágono  D)Octógono E) Nonágono 


Resolución: 
Recuerda Que: 
é Según Datos: *HD=n 
“M (n-3 
dE PE 
2 
N=3MEgZ 


[n=5) 


La suma de las medidas de los ángulos externos de dos polígonos regulares es 
100? y la diferencia de los ángulos internos es 20”. Calcular cuántas diagonales 
se pueden trazar a partir de los tres primeros vértices del polígono de mayor 
número de lados. 


A) 20 B) 12 C)9 D) 15 E) 17 


Resolución: 
Recuerda Que: 
d Sean: 


n, : $ de lados del polígono menor. 


180* (n-2 
int.= 180* (n-2) 
n 


n, : tt de lados del polígono mayor. 


e Según datos: 
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360, 380 _ ¿pg AL O, 
a n n n 360 18 
1 2 1 2 
md 

180% (n -—2) 180* (n -2) 

A PA A 12 -|1-2/-20_-1 
n n n n 180 9 
2 1 2 1 


Resolviendo: 1. _ 1818 _ 1 > 
n 2 9 


2 
é de diagonales desde 3 vértices consecutivos en el polígono mayor: 


Ter. vértice  "w» n,-3=9-3=6 diagonales 
2do. vértice  "m» n,-3=9-3= 6 diagonales 
3er. vértice mp n,- 4=9-4= 5 diagonales 


Los lados de un polígono regular de "n" lados, (n > 4) se prologan para formar 
una estrella. El número de grados en cada vértice de la estrella es: 


3602 -4) 180" -2) 180? o o 
a 38%  p) (n-4) c) (n-2) D) 1802 - 2% y 180 
n n n n n 
Resolución: 


dé  — SeaABCD...... , el polígono 
regular de “n" lados. 


é Debemos de calcular "x". 
En uno de los triángulos 
que se forman al prolongar 
los lados, tenemos que: 


FA Y TL IO Y 


a 


e+e+x = 180? 


360% , 360? 
n n 


+ x= 180 = 


¿Cuál es el polígono cuyo número de diagonales es el triple de su número de 
lados? 


A) Hexágono B)Nonágono C) Cuadrado D)Decágono E) Dodecágono 
Resolución: 


é Según datos del problema: + D= 3n 


Al multiplicar por 2 el número de lados de un polígono convexo su número de 
diagonales queda multiplicado por 6. Hallar cuántas diagonales se pueden tra- 
zar desde los tres primeros vértices. 


A) 20 B) 17 C) 14 D) 11 E)8 
Resolución: 


é Sea '"n" el tt de lados del polígono. 


K de lados 


kt de diagonales ; 


2n (2n-3) e 


éá Según datos: = |1=6 


é Nos piden calcular: 


Rpta. E 
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Ya desde la escuela primaria sabemos cuál es la figura que se llama triángulo. 


Así, todos reconocen como triángulos los que aparecen dibujados a continuación. 


5.4.1 NOTACIÓN: Para indicar el triángulo ABC se escribe: A ABC. Luego: 


A ES A 1 
AABC =BAC NABC ABCA 


Dado el triángulo ABC: 


- Los puntos A, B, y C se llaman vértices 

- Los segmentos AB; BC y CA se llaman 
lados. o 

- Los ángulos A, By C se llaman ángu- 

los interiores del triángulo. A 

El lado AB se dice opuesto al ángulo C. 

El lado BC opuesto al ángulo A. 


El lado AC opuesto al ángulo B. 


» Los lados se designan también con una letra igual a la del vértice del ángulo 
opuesto, pero minúscula; así el lado AB se designa por la letra c, el lado BC 
por la letra a y el lado CA por la letra b. 

AN 


+ Los ángulos A y B se dicen adyacentes al lado c. 


AHatemáti 


A A 
. Los ángulos B y e se dicen adyacentes al lado a. 
. Los ángulos A y C se dicen adyacentes al lado b. 


ATA 
Los ángulos ax; B y y, adyacentes 
alos ángulos interiores del trián- 
gulo, se llaman ángulos exterio- 
res del mismo. 


5.4.2 CLASIFICACIÓN DE LOS TRIÁNGULOS: 


“1. Según sus lados se Equiláteros: Tres lados iguales. 
clasifican en: Isósceles: Dos lados iguales. 
Escalenos: Tres lados desiguales. 


EENYITESS 


Equiláteros: Si sus tres Isósceles: Sidosdesusla-  Escalenos: Si ningún par de 
lados son deigual longitud. dos son de igual longitud. lados tienen igual longitud. 
A A A A A A y A AA A a 


' de Acutángulos: 3 ángulos a: S 
Según sus ángulos |Oblicuángulos: | nu 34 9 os agudo; 
p se clasifican en: ningún ángulo recto Obtusángulos: 1 ángulo obtuso 


Rectángulos: 1 ángulo recto 


ed 
A 
e 
el Ne 
5 S 
10) 
C  Cateto B 


 Obtusángulo: Si uno de sus Acutángulo: Si sus tres Rectángulo: Si uno de sus 
' ángulos mide más de 90% ángulos son agudos. ángulos mide 90 


Propiedad: Propiedad: Propiedad: 
Si: a.=90* e? 


Triángulo oblicuángulo: Es aquel triángulo que no tiene ángulo recto. 
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5.4.3 LÍNEAS NOTABLES DEL TRIÁNGULO: 


Se denomina así a las medianas, alturas, mediatrices y bisectrices del triángulo. 
Sus respectivos puntos de intersección se llaman los puntos notables de un trián- 
gulo: baricentro, ortocentro; circuncentro e incentro. 


Il) Mediana: Se llama mediana al segmento BM trazado desde el vértice “B” 
al punto medio “M” del lado opuesto AC. Se le simboliza por la letra “m” 
acompañada por un subíndice que representa el lado del triángulo, en el 
cual cae la mediana. 


é  Todotriángulo tiene tres medianas. Las tres se intersectan en un solo 
punto llamado baricentro o centro de gravedad, que tiene la propie- 
dad de dividir a cada mediana en dos partes tales que una es el doble 
de la otra (del vértice al baricentro es el doble que del baricentro al 
lado). 


5) Altura: Es el segmento BH perpendicular, trazado desde el vértice “B” al 
lado opuesto AC o a su prolongación. Se le simboliza por la letra “h” acom- 
pañada por un subíndice que representa el lado donde cae dicha altura. 


é  Todotríangulo tiene 3 alturas. Las tres se intersectan en un solo pun- 
to llamado ortocentro. Cuando el triángulo es obtusángulo, es nece- 
sario prolongar las alturas para determinar el ortocentro. 


Cuando el triángulo ABC es rec- B 

tángulo el ortocentro “0” se Ortocentro 
halla en el vértice del ángulo 

recto; del triángulo. 


A Cc 


11)  Bisectriz Interior: 


e 
Se llama bisectriz interior de un triángulo al rayo AD que biseca al ángulo interior 
“A” del triángulo. 


Todo triángulo tiene tres bisectrices. Las tres se intersectan en un sólo pun- 
to llamado Incentro 


Bisectriz exterior 


— 

Se llama bisectriz exterior al rayo BM, que divide al ángulo exterior en dos 
partes iguales en la práctica, se le mide desde el vértice, del cual parte, 
hasta el punto de corte con la prolongación del lado opuesto. 


El excentro “E” Es el punto de intersección de dos bisectrices exteriores 
con la bisectriz interior del tercer ánguto del triángulo. 


bisectrices, interior CN y exterior CM, que 
parten del mismo vértice, son perpendicula- 


res entre si. 


IV) Mediatriz: 


La mediatriz de un triángulo es la recta perpendicular trazada en el punto medio 
de un lado. 


é Todo triángulo tiene tres mediatrices. Las tres se intersectan en un sólo 


punto lamado circuncentro. 
B 
: ' Circuncentro 
A 'D 


== HA 


El circuncentro “C” se halla en el pun- 
to medio de la hipotenusa cuando el 
triángulo es rectángulo. 


El circuncentro “*C” es exterior cuando 
el triángulo es obtusángulo. 


é  Ceviana: Se denomina ceviana a todo segmento que une el vértice de un 
triángulo con un punto cualquiera del lado opuesto, o de su prolongación. 
Las medianas, las alturas, las bisectrices son cevianas de un triángulo. 


AL 


5.4.4 TEOREMAS FUNDAMENTALES EN TRIÁNGULOS. 


a 


Hipótesis: 
- Enel AABC: 


mZA=02 
mZB=8p" 
mZC=8" 


Tesis: m2¿A+mzZB+mzZC= 180% 


Demostración: 


1. Trazamos por B la recta L // AC . Construcción auxiliar. 
+ BO 4 yo = 1800 . Ángulos consecutivos en un mismo 
lado de la recta “L”. 
3. *=0";y=0" . Porángulos alternos internos entre 
paralelas. 
. 0-4 pB9+0%= 1800 . Reemplazamos los valores de 3 en 


(mear moBemac=1008 || 


Corolarios 


(9) Los ángulos agudos de un triángulo rectángulo son complementarios. 


Cc B 


Ningún triángulo puede tener más de un ángulo recto o más de un 
ángulo obtuso. 


Hipótesis: 

En el A ABC: 

Z BCE es un áriguio exterior. 
mZA=0" 
mZB=f" 

po es mz C= 0* 


A ds 


AAA Tesis: m¿BCE=mzxA+mzZB 


Demostración: 


. 00 ++ 0%= 180 Suma de las medidas de losángu- 

los interiores de un A ABC. 
8” + mz BCE = 180 Angulos adyacentes suplementa- 

rios. 

. 00 +P"+0=0* + mZ BCE Igualamos los primeros miembros 
de las igualdades 1 y 2. 

. 0+B=mzZBCE Cancelando 6” en ambos miem- 

mZBCE= os + BO bros de la igualdad 3. 


Corolarios 


| (0) En todo triángulo un ángulo 
exterior es mayor que cual- 
quiera de los áriguios interio- 

res no adyacentes. 


Ea y [e 


€? La suma de los tres ángulos exteriores de un triángulo (un ángulo exte- 
rior por vértice) es igual a 360". 


e di ds 


Demostración: 


1. m2A+mZB+m2ZC = 1800 
y Y 
2P +0 + 2a* =1800 
180*-8* 
2 
3. EnelAAOC: 0*+B9+x"=1800 


- 1 a+ Bo= 


4. A me =1800 


Hipótesis: 
«Enel A ABC: 


> .» 


AO y CO son bisectrices interiores. 


Z AOC, es el ángulo obtuso formado 
por las bisectrices, cuya medida es x? 


+» 8% es la medida del ángulo B. 


= [esoo 


. Suma de los ángulos internos del 
triángulo. En el A ABC. 

. Despejando: (a + B) 

. Suma de los ángulos internos del 


triángulo AOC. 
. Reemplazamos (2) en (3). 


. Despejando X. 


Hipótesis: 

En el A ABC: 

=> 

AP es la bisectriz del 4 A 

CP es la bisectriz exterior del Z C 
x” es la medida del ángulo APC 
8?” es la medida del Z B. 


Demostración: 


Porángulo exterioren el AABC. 


Porángulo exteriorenel AAPC. 
Reemplazamos (2) en (1) 


Despejamos x. 


Hipótesis: 

Enel AABC: 

CP es bisectriz exterior del Z C. 
BP es bisectriz exterior del ZB. 


Z BPC es el ángulo agudo formado por 
las bisectrices, cuya medida es x?. 


0% es la medida del Z A. 


Demostración: 


- m2B+20" =180* Ángulos consecutivos en un 


. mZC+2f2= 1809 / 
mismo lado de la recta. 
- MZ B+mZC+2(06 + f*) = 3609 Ángulos consecutivos en un 
. m2B+m2ZC+0"= 1800 mismo lado de la recta. 
Donde: mz B + m2 C = 1800 - 82 Sumamos las igualdades 
o pa (1) y (2). 
AI . Suma de ángulos internos 
Donde: a. + fB*= del A ABC. 
o a Reemplazamos (4) en (3). 
MA] id Suma de ángulos internos 
del A BPC. 
180%+82 2 _48po 
: 4 0= 180 . Reemplazamos (5) en (6). 


180 "+ 8? 
2 


xo= 180» 180%+0* 


Hipótesis: 
En el A ABC: 
BE es la altura; BF es la bisectriz 


Z EBF es el ángulo formado por la altura 
y la bisectriz cuya medida es x*, 


as es la medida del ángulo A. 
$" es la medida del ángulo C. 


1. Por definición de bisectriz, BF es 
bisectriz del / ABC. 
2. Por ángulos consecutivos. 


. MZABF=m ZFBC 
. MZABF =mZABE +x 
m Z ABF =(90* - (19) + x2 


3. mZFBC=m ZEBC - x? 
m Z FBC = (90* - $9) - x2 


4. (90% - (1?) + x” = (90* - f9) - x2 
5. 


3. Por ángulos consecutivos. 


4. Reemplazamos (2) y (3) en (1). 


Despejando x en (4). 


En el 2 ABC: BM: mediana 


BH : altura 


x=mzA-mzC 


En todo triángulo al mayor lado 
se opone el mayor ángulo. 


En todo triángulo al menor lado 
se opone el menor ángulo. 


El A ABC es isósceles: 


AB y BC lados iguales 


AC = base (lado desigual) 


1 E E A. e e OS 


(5) En todo triángulo isósceles la altu- 


ra que cae en la base divide a ésta 
en dos partes iguales y también al 
ángulo en dos partes iguales. 

Si en un triángulo una altura divide 
al lado opuesto en dos partes igua- 
les o al ángulo en dos partes igua- 
les, entonces: dicho triángulo es 
isósceles (los lados laterales a la 
altura serán iguales). 

En un tirángulo equilátero sus tres ángulos interiores son iguales, cada 
uno mide 60". 


BH: altura que 
cae en la base 


Ny 
5 y SS AA E ROS . 


0) En un triángulo ABC: mÁ-mB= 207; mB - mC =26", ¿Cuánto mide el ángulo B? 


A) 26? B) 36* Cc) 822 D) 622 E) 702 


Resolución: 


á 
á 


sea [mie 


Según Datos: 


A A 
)] mA - mB = 20? 


A 
mA - x* = 207 


IN)  mB-mC=26* é Por propiedad: mÁ + mB + mÚ = 180 


nm 
x” - mC = 26? Xx" + 20% + x0 + x? - 26” =180? 


De-20=m0 | Resolviendo: RB2N Rpta D 


2 Del gráfico hallar «x» 


A) 417 
B)17- 
Cc) 60? 
D) 45> 
E) N.A 


Resolución: 


é . Enel A ABED;porla propiedad del cua- 
drilátero cóncavo: 


2x= 0+x+fP > 41) 


é Enel A ADC: mÁ + mD + mC = 180? 


2B + 2x +20 = 180" 
«.»-(2) 


(1) en (2) : 2(x) + 2x = 1809 


Ux=45* Rpta. D 
3 En el tiángulo ABC que se muestra: 


2m ZABC + m Z ACB = 140. 
Hallar «xo» 

A)10? B) 15? 

C) 20? D) 25? 

E) 30? 


Resolución: 


é Seam ZABC=8B 


é Enel ALBC: [Z exterior L=B+0 


é Según Datos: 2m ZABC+mzZACB= 140? 
24 +20 =140" = P+0=70" 


é Pero enel LÍx NML: x + (B + 6) = 90? 


x+70%=90%=> 'x=20%) Rpta. C 


A AA 


PAT XA 


a 


Del gráfico hallar “e" 


A) 36? B) 18? 
C) 242 D) 72? 
E) NA 

Resolución: 


terior: 


A FGH: m Z exterior F= 0+0+20 
AADE: m Z exterior E= 0+20=30 => m ZFEL=20 
Finalmente en el AEFL: 20 + 20 +6=180* = 8=36" Rpta. A 


Calcular “oc” 
A) 60% B) 402 C) 80 
D) 70? E) 50? 
Resolución: 
8 E y 
| o ARO 


¡q Á _----——_===11414áá 


dá Por el teorema del Z formado por 


' una bisectriz interior y otra exterior- 
1 3x 
E mZE==mZB = 2x-5"= 
leg y AO | 2 2 


| 
A le ) "> x= 10 


dá 


En el A ABC: 70% + 3x + a. = 180? 
Reemplazo: x=10”, = 70%+3(10”)+0=180” = «=80* Rpta. C 


Problema [1] : En una ABC: 

A A A A 
mA - mB = 15% mB - mC = 302 
¿Cuánto mide el ángulo B? 


Resolución: 


Problema[2] : Del gráfico hallar «x» 


Resolución: 


Resolución: 


Problema [4] : En la figura: AM = MC 


hallar «x» B 


Resolución: 


Problema 5 : Calcular "x" Problema : Calcular «x>» si: 


AB=BC;DE=DF, y a.+B= 1309 


PS | 
6 
a E 
D 

Resolución: 

800 

NÑ 

A F Cc 


Resolución: 


Problema 18] : Si: 
AB = AF y DE = EF, calcular «x>» 


Resolución: 


Resolución: 


y Organizados por las Academias: 
N César Vallejo, Thilce, Pitágoras, ' 


EAS >| 


D 
Ú 
y 
A 
J 


11) La bisectriz del ángulo recto de un triángulo rectángulo y la mediatriz de la 
hipotenusa forman un ánguio de 1230". ¿Cuánto mide el ángulo que forman la 
hipotenusa con la bisectriz del ángulo menor? 


A) 22930' B) 12*30' C) 16%15' D) 18%45' E) 259 
Resolución: 


dé  —SeaABC, el triángulo rectán- 
gulo y *C” el ángulo menor. 


dé Sea «x» el ángulo pedido. 


En el AFBC, por el teorema 
del Z exterior: 


m Z Exterior F = 45" + 2x 


é Enel OS FMH: 


(45? + 2x) + 12,5 =90% ==; X= 16.25% = 1615: y Rpta. C 


(2) Dado el triángulo ABC, tal que: AB < AC, se toma sobre este último lado una 
longitud AD = AB y resulta que el punto «D» equidista de los vértices B y C . 
Hallar m ZB, sim ZC=12? 


A) 122 B) 24? C) 36? D) 18? E) 72 
Resolución: 


e Construimos la figura del problema: 


é El ABDC es isósceles: 


E. 


El A ABD es isósceles: m ZADB=m Z ABD = 24? 


Finalmente: mZ B= 242. + 120 = - 360 ¡  Rpta.C 


E 


En un triángulo ABC; AB = 6; BC =7. Por el incentro se traza MN// AC (Men AB 
y N en BC). Calcular el perímetro del triángulo MBN 


A) 11 B) 12 C) 13 D) 14 E) 15 


Resolución: 


dá Sea «l» elincentro del A ABC, 
luego por ángulos alternos in- 
ternos deducimos que: 


- el AAMI es isósceles 
"wm | AM=Mi=a 
- el A CNI es isósceles 


m [CN=NI=b 


$ Luego: Perímetro A MBN = (6-4) + (7 -B) + (á +Bf 


IAE 


Í Perímetro A MBN= 133  Rpta.C 


En un triángulo ABC se traza la altura relativa a AC que divide a ésta en dos 
segmentos de 5 y 11 metros. Hallar AB, si AB<BC ym ZA=2m ZC 


A)8 B)7 C)6 D) 5,5 E) 9 


Resolución: 


é Sea: BHla altura trazada. 


Por Datos: AH =5;|HC= 11] 


é Aprovechando que el Z A mide el 
doble del 4 Ctrazamos BF, tal que 


é Enel ABFC, por el teorema del Z exterior: 


24=mzZFBC+09 


á Finalmente: HF +FC=HC 


mm S5S+x=11 um ¡NS Rpta. Cc 


5) Calcular «x» si «0» es el 
ortocentro del triángulo ABC 


A) 10? 
B) 207 
C)30- 
D) 40? 
E) 35 


Resolución: 


é El Ortocentro es el punto de intersección de las 3 alturas, luego las pro- 
longaciones de AO, BO y CO serán alturas: 


» Por ángulos complementarios: 
DAME: m ZABN= 309 
DN BNA: m Z MAC = 40% 


ÍN ALO: x + 60% = 909 


SEN apta. o 


A 


Td E BE NS 


5.4.5 CONGRUENCIA DE TRIÁNGULOS 


é  DEFINICIÓN.- Dos triángulos ABC y PQR (ver la figura) son congruentes si tie- 
nen sus lados respectivamentecongruentes y sus ángulos también congruentes. 
Esto implica que dos triángulos congruentes tienen igual forma e igual tamaño. 

Si AABC= APQR 


entonces: 


Observación.- Si dos triángulos son congruentes, a ángulos congruentes en cada 
triángulo se oponen lados congruentes. 


a = m (porque se oponen a 6) 
b=n (porque se oponen a a) 
c=1l (porque se oponen a $) 


é CASOS DE CONGRUENCIA. 


Para afirmar que dos triángulos son congruentes no es necesario verificar que los 
seis pares de elementos (3 lados y 3 ángulos) son congruentes; es necesano y 
suficiente con constatar que solamente tres pares de elementos sean congruentes, 
donde por lo menos uno de estos pares de elementos deben de ser lados. 


Se presentan los siguientes casos generales. 


A 
LAL im» LADO - ÁNGULO - LADO 


AC =PR 


mn Lal as 
A A 


C=R 
z a A 
ALA um» ÁNGULO - LADO - ANGULO 


Sk: 


332 Manuel Coveñas Uaquiche O 


3* Caso (Postulado L.L.L) 


B Q 
Si AB=PQ 
BC=OR "» ¡|AABC=APQR 
p 3 | 
AC=PR A > c P RÍ 


LLL sm» LADO-LADO - LADO 
Nota.- Existe un4”caso que lo llamaremos teorema Ángulo - Lado - Lado mayor, que nos 
| permite afirmar la congruencia de dos triángulos si dos lados son congruentes y el ángulo 


opuesto al mayor de estos lados también congruenteBC > AB OR >PQ 
Si: A=P B Q 
AB =POQ É » 
BC = QR Lado Mayor SR Lado Mayor 


> AABC= APQR 


A Cc P 


é Caso Particular: La Congruencia de triángulos rectángulos se deduce de los 
anteriores cuatro casos. 


1" Caso.- Dos triángulos rectángulos son 
congruentes si tienen los catetos respecti- 
vamente congruentes. 


2% Caso.- Dos triángulos rectángulos son 

congruentes si tienen un cateto y la pr 

hipotenusa respectivamente congruentes. > 
3" Caso.- Dos triángulos rectángulos son 
congruentes si tienen un cateto y el ángulo 
* opuesto (ó adyacente) respectivamente = 
|: congruentes. 


4* Caso.- Dos triángulos rectángulos son 
congruentes si tienen la hipotenusa y un 
ángulo adyacente respectivamente 
congruentes. 


A E — 


5.4.6 APLICACIONES DE LA CONGRUENCIA DE TRIÁNGULOS 


TEOREMA DE LA BISECTRIZ.- 


=> 
En la figura: NP es bisectriz del Z | 
MNL, “Q” es un punto de esta ' 


bisectriz. 


1. Por tener r igual hipotenusa e igual 
ángulo adyacente (6) 

2. Por igualdad de elementos corres- 
pondientes (es decir aquellos que 
se oponen a ángulos iguales en 


cadatriángulo). 


k PM 1 AB y AM=MB 4 Definición « de mediatriz. 


iguales 


2 A PMA = Dem | 2 Por tener los catetos respectivamente 
| 3 " |PA=PB ' 2. Igualando elementos correspondientes. 


e A — 


TEOREMA DE LOS SEGMENTOS PARALELOS COMPRENDIDOS ENTRE PARALELA 


HiPóTESIS: 

En la figura, MN 
> 
L, 


Demostraremos que: 


ESIS: ¡AmbDIén - 
heno 1 


Demostración 


1. trazamos NP Trazo auxiliar 


2. mZMNP =m ZNPQ= q | 2. Ángulos alternos 


inter tre pa- 
mZMPN=mZPNQ=Bl eno O 


3. AMNP = ANPQ Postulado A.L.A 


Igualando ele- 
mentos corres- 


pondientes. 
1. En todo PARALELOGRAMO: los lados 


opuestos son congruentes y paralelos. 
2. Si en un cuadrilátero un par de lados 


B c opuestos son congruentes y paralelos 
entonces dicho cuadrilátero es un 
paralelogramo 

A D Asi en la figura adjunta: 


AB=DC y AB//DC mb |ABCD es un paralelogramo - 


3 


= e 
| TEOREMA DE LOS PUNTOS MEDIOS. [En tod: 


>> 


— » Bi Da * Mad as Mi 


Desde “C” trazamos una paralela a 
AB que con la prolongación de EF se 
cortan en “H” 


. MLABC=m ZBCH = 0 


AEBF = AHCF 

[EF =FH] y fic=EB | 
El [] AEHC 
es un PARALELOGRAMO 


nd EF // AC 


EF = 1/2 AC 


. "> EHJJAC 
«e EH=AC 


En 


En la Figura adjunta: 
"E” => punto medio de AB 
*F" => punto medio de BC 


Demostraremos que: 


I)EF/AC M)EF= 1/2 (AC) 


Tesis: 


1. Trazos auxiliares 


2. Ángulos alternos internos 


3. Postulado A.L.A e igualdad de 
elementos correspondientes. 


4. Porque tiene dos lados opuestos 
congruentes y paralelos (AE y CH) 
(Corolario N* 2 del T. de los seg- 
mentos paralelos entre paralelas) 


5. Porque el paralelogramo tiene 
sus dos pares de lados opuestos 
paralelos e congruentes. 


[o] o] E Nile] Si por el punto medio del lado de un triángulo se traza una | 


paralela a un segundo lado, dicha paralela cortará al tercer lado 
también en su punto medio. 


En la Figura adjunta: BM es mediana 
(AM = MC) 


Demostraremos que: 


Demostración: 


1. Tomamos “H” punto 1. Trazo auxiliar 
medio de BC. y 
trazamos MH 2. Por el teorema de los 
puntos medios 


12. > MH//AB de 
"> MH LL BC 3. Porque MH es altura 
que cae en el punto 


3. El A BMCesisósceles: | "Medio (corolario del 


Dem=mC T. del A isósceles) 


4. AM = MC 4. Hipótesis y definición 
o e de punto medio de un 
segmento 


Nota: Observar que siem- 
¡ pre que en un y, se traza 
la mediana BM. apare- 
cen dos triángulos 
isósceles: 


AAMB y ABMC 3. - 


| 

| 

| 

¡ H 

| A M C 
| 

| 

| 


5. Conclusión de los pa- 
sos (3) y (4) 


: — B 
(el 
y O 
 OP+00+OR=BH | 3 
—- : a A RH Cc 


5.4.7 PRINCIPALES TRIÁNGULOS RECTÁNGULOS NOTABLES 
Se denomina triángulo rectángulo notable a aquel que, conociendo las medidas 
de sus ángulos se conoce también la relación que guardan entre sí las longitudes 
de sus lados. 
Los principales triángulos rectángulos notables son: 


CAC OÍ Not E 
] q 302 : ] 


A A a: de 


* El cateto opuesto a 30% mide la mitad 
de la hipotenusa 


* El cateto opuesto a 60” mide la mitad 


a 
2 


de la hipotenusa por Y3 
A e A 
== ME E - Ma MEA 
* Los catetos son iguales 
* La hipotenusa mide igual que un a 
cateto pory2 
de Un cateto e el cd que la 
; hipotenusa entre y2 
ARES E ERAN A TAO 


Letra ME 0 


La altura que cae sobre la hipotenusa 
mide la cuarta parte de ésta. 


AC 
, sa 
A 4h 


5 ¡e HA 
y 


* Las longitudes de los lados están en la relación 
de3:4y5 


AB_BC_AC 
"THE 


N Sy AO 


Y PROBLEMAS 1 SURE Tipo ot 


RIOR ANA AS 


am En la siguiente figura: AM = BC; 
BM = MN; m _Z MBC =60*. 
Calcular "ar" 


A)102  B)15> 
C)202  D)25> 
E) 30? 


Resolución: 


é Del gráfico del problema extrae- 
mos los triángulos ANM y MBC 
que serán congruentes por el pos- 
tulado L.A.L 


En el A ANM :a MN se Opone "a" 


En el AMBC: a MB también se le 
debe oponer "o" 


é Ahora en el A ANM por el teore- 
ma del ángulo exterior, el 4 exter- 
no N mide = 60? + a 

é  Comoel ABMNesisósceles ten- 
drá dos ángulos congruentes en 


la base: 
7 mzA+mzZB+*m2zC= 180 
na a+ (60 + E + 60%) + = 180 


3a +120* = 1809 


IN IS 


D En el gráfico: ABCD es un cua- 
drado. 
Calcular "x*" 


A) 452 
B) 502 
0) 55" 
D) 60- 
E) 70* 


Resolución: 


é El cuadrado tiene sus cuatro lados 
iguales y sus cuatro ángulos rectos 
y la diagonal tiene la propiedad de 
ser bisectriz del ángulo recto. 


é Entonces: ABCH=A DCH (L.A.L) 
m ZCDH=m ZCBH = 20% 
é Luego en el ángulo recto “D": 
x + 20” = 90? 


INES Rpta. E 


8) Enuntriángulo ABC: AB = 2x- 1, BC =3x + 1; AC = 8 - x, indicar la longitud del 
mayor lado (xe Z ) 


A)5 B)6 C)7 D)8 E)9 
Resolución: 


é Primero hallamos el intervalo al cual perte- 


A] 


nece “x", por el teorema de la desigualdad 
triangular: 


BC - AB < AC < BC + AB 


mb (3x + 1) - (2x- 1)<8- x< (3x + 1) + (2x - 1) 


340. Wanuel Coveñas Maquiehe E 


mb» x+2<8-x an 8-x < 5x áú Reemplazando en cada lado: 


A AB=2x-1=2(2)-1=3 
jale! 


BC=3x+1=3(2)+1=7 
AC=8-x=8-2=6 


y como "x" es entero "m = mayo neeR fue SMS 


(4) Enel DM ABC; hallar la distancia A 
del punto medio de la bisectriz AF 
a la hipotenusa AC. BF = 12 


A)2 B) 3 0) 4 
D)5 E)6 
Resolución: E ES E 


fé  Ladistancia pedida es MH =x 


Como *M" es punto medio de AF, 
aprovechamos para trazar MN // FB 
y por el teorema de los puntos me- 
dios: 


"N" : será punto medio de AB; y tam- 


biér: 
MN = FEB - 12 
A 2 2 
¡MN = 6 


O, 


Por el teorema de la bisectriz:. MH=MN we x=5. Rpta.E 


(5) En un triángulo isósceles ABC: AB = BC = 16 mts; m Z BAC = 15". Se traza la 
altura BF. Calcular la distancia de "F" al lado BC 


A) 2m B) 4m C) 6m D) 8m E) 16m 
Resolución: 
$ Sededuce quelos ángulos iguales son "A" y "C” y el ángulo "B” mide 150? 


Debemos calcular: FH=x 


(6) La figura muestra a un cuadrado 


e  Comoel AABC es isósceles la altura 
BF será también bisectriz. 


+  ElhBFC: es notable de 15* y 75? 


Ha 
lFH= e =4m Rpta.B 


ABCD. 


BH=5 ; HA=7; mz HCF = 90% 
Calcular: “CF” 


A)10 B)11 C)12 
D) 13 E) 14 
Resolución: 


e  Ellado del cuadrado mide 12 y se de- 
duce que los ángulos: BCH y DCF son 
iguales. 


Sea: m Z BCH =4 mm» m Z DCF=0 


+ [y HBC=|[NFDC (Por que tienen igual 
cateto e igual ángulo adyacente) 


ad pl DF= BH=5| 


Finalmente en el lx FDC, por el teorema de Pitágoras: 


x2=524+122 mm  x2=169 m  x=13. Apta. D 
En la siguiente figura: 
BD=AC 


Calcular: “o” 


A)8* B) 92 Cc) 10? 
D)12* E) 15 


Resolución: 


Por Propiedad en el Aca: 
mZBDA=a+50 +0 


En el A ABD, vemos que m Z BAD = 
m Z BDA = 70, luego este triángulo 
es isósceles; entonces: 


BA=BD_ 


El ABAC, también resulta ser isósceles, luego: m 4 ABC =m ZACB= 50 


p= A PE 1 
E »] 4 ñ 


S ida A 


Por último en el AABD: 70.+70:+ 40. =180% mp Rpta.C 


En un triángulo ABC, obtuso en B : AB=2; BC = 9; Calcular “AC” si es un número 
entero. 


A)Y11 B) 10 C)9 D)8 E)7 
Resolución: 
Por el teorema que nos dice: “A ma- 


yor ángulo se opone mayor lado”, en 
el A ABC: 


5537 ..« 


Por el teorema de la desigualdad trian- A Xx Cc 
gular en el A ABC: , 

«q = Ángulo mayor 
9-2<x<9+2 x= Lado mayor 


7<ex<11 +  De(1) y (2) la solución se obtiene hallando 


la intersección de los intervalos así: 
8>9 


Luego 9 < x< 11 y como xes entero en- 
ha tonces [x=10 Rpta.B 
Intervalo solución hal pta. 


TALLER DE 
PROBLEMAS N? 


Problema _3|: Del gráfico, hallar “o 


Resolución: 
Resolución: 


Apta. Rpta. 


Problema 2] Del gráfico hallar “x” Problema 4 | Del gráfico, calcular “g” 
N 


Resolución: 12 
e ds Resolución: 


Apta. 


Problema 5;¡: Del gráfico, hallar “g” 


7 Mediatriz 
LS de AB 


c 
24 


A 


Resolución: Resolución: 


B—-3—4— y ——€ 


Resolución: Resolución: 


+ o e e de e. A A dl 


PROBLEMAS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
TRIANGULOS 


A [TT NIVEL 1 2” ] Problema H: Siendo m// n, el valor de 


, “x” es: 
Problema : Calcular“0" 128" 


8 + 30 


18%» 


A)8? B)10? C)222 D)30” E)38* 
A) 32% B)44% C)33" D)15 E)N.A 


Problema Ó: Calcular Ql 


Problema”. = Calcular“ " 


no 


A)20" B)30% C)35% D)40” E)N.A 


Problemaú : Calcular “x" 


A)85” B)75" C) 100” D) 80" E) 110” e E) 30 


Ay4 Ya 
B)8V2 


C)8 


D) 2/2 


E) 12 


Ó : Menciona al triángulo 


Problema 
que es isósceles 


A) AAMB 
D) AABC 


B) AABN C) AANC 
E) AMBN 


Problema $ Del gráfico hallar “or" 


A) 427 B) 38" C)66” D)44% E)22> 


Problema .  Enun A ABC 
mZA=mZB+10*; 
mát=s0 mé B == 


A) 302 
D) 802 


B) 602 
E) N.A 


C) 70? 


Problema ó : Enun AABC: 


¿Cuánto mide el ángulo que forman las 
bisectrices interiores de A y B ? 


A) 105" B) 110? C) 120% D) 130" E) 140? 


En un A ABC: 


mZA+mZ8B = 140% m2B+mZC = 1079 
Hallar m Z B. 


Problema Ó : 


A) 73? B)672 C)40" D)80 E)97> 


Problema $: Los ángulos internos de 
un triángulo ABC miden: 

mZA=0Q* ;mZB=69; mZC=50" 
Si AC = 14m ¿Cuánto mide la altura BH? 


A) 3m B)3,5mC)4m  D) 4,5m E) 6m 


Problema É : 


mZ<A-mZB=14 +0" ; 
mZA- mZC=16* - q 


EnunA ABC: 


¿Cuánto mide el ánguio A? 


A) 550 
D) 70? 


B) 24% +02 C) 72 -q* 
E) 66 


Problema $: Los lados de un A ABC 
miden “a”, “bd” y “c”. Si: a+b = 14; 
b+c=18 y a + c= 16. El perímetro del 
triángulo es: 


A)13 B)18 C)24 D)28 E)30 


Problema (17 < Enun AMNL: 


MN = 7 ; NL = 10, el mayor valor entero 
de ML es: 
AyY11 


B)12 C)13 D)16 E)18 


Problema $ : En un A PQR, “O” es el 
mayor ángulo interno, PQ = 2; QR = 13, 
Calcular “PR” sabiendo que es un núme- 
ro entero. 

A)12 B)13 C)14 D)1t5 E)16 
Problema H: En un A ABC. se traza 
la bisectriz interior BP. Si AB = BP = PC, 
¿Cuánto mide el ángulo A? 

A) 18” B)32” C)36” D)64* E)72” 
Problema d: En un A PTQ, cuyo án- 
gulo “T” es Fécto, la bisectriz del ángulo 
“P” con la mediatriz de PQ forman un án- 
gulo que mide 64? ¿Cuánto mide el ángu- 
lo Q? 

A) 38? B)26* C)52 D)48" E)N.A 
Problema é : Enun A EFH, las 
bisectrices delos ángulos E y H se cortan 
en “Q”. Sim 4 EQH =8m ZEFH. ¿Cuánto 
mide el ángulo interno F? 


A)8" B)12% C)14> D)18> 


Problema Ñ: En uy ABC, recto en 


B, la mediand'BM y la bisectriz AF forman 
un ángulo de 96*. El ángulo C mide: 


E) 237 


A) 172 
D) 26? 


B) 289 C) 34? 
E) Hay 2 respuestas 


Problema É : LosladosdeunA ABC 
miden: AB =*720 cm; BC = 130 cm; AC = 
150 cm. En su interior se ubica un punto 
“P” tal que la suma: PA + PB + PC es un 
número entero de metros. Dicha suma es: 


A)im B)2m C)3m D)4m E)j5m 


Problema Ó : Enun AABC;AB=12; 


BC = 2x + 5; AC=x-2 ¿Cuál es el valor 
entero de “x” para que el triangulo exista? 


A)2 B)3 Cj4  D)5 E)6 

Problema'-+ : Unpunto de lahipotenusa 
de un triángúlo rectángulo isósceles dista 
de catetos 5 y 7 unidades. La hipotenusa 


mide: 


A)8 B) 12 C) 10 
D)12/2  EJ13W2 
Problema: : Losángulos internos de 


un triángulo Están en progresión aritméti- 
ca de razón 20”. ¿Cuánto mide el ángulo 
agudo que forma la bisectriz interior del 
menor ángulo con la bisectriz exterior del 
mayor ángulo? 
A) 10 B)20% C) 30” D) 40% E)50? 
problema ÉS, : Enun_. NN ABC, recto 
en B setraza la mediana BT y sobre AB se 
toma un punto “L” de modo que LB =LT. Si 
m ZBCA = 2m Z LTA, ¿Cuánto mide el 4 
LTA? 

A)16” B)172 C)18 D)19 E)219 
Problema É = En undy AOB, recto 
en O, las biSectrices exteriores de los 
ángulos A y Bforman un ángulo que mide: 
A) 15” B)30* C)37" 


D) 45 E) 60? 


Problema(S : EnunAABC:mMZA= 
SNE mC-30>, AC=12m. Laaltura BHmide: 
A)2m B)3m C)4m D)6m  E)8m 


Problema 
isósceles Al 


: Se tiene un triángulo 
(AB = BC). En el exterior 


se construye el cuadrado BMNC. ¿Cuán- Clave dREpdestas 


to mide el ángulo MAC? 


Y 


A) 45% B)44” C)38% D)30* E) 36" 


A a A | Ps 


Problema : El AABC es equilátero 
y ml n calcular 8 


Ma Sl pta) 


A) 40" B) 45% C)50 D)60* E)65* 


Problema ¿Si: Q. + B = 602, hallarx 
si: m Z PQR =90? 
A YES 


| 
B)7* 


O “=> 
Problema (): Siendo l //m, hallar “x” 
| | C)7*30' 
| 
t 


D)e- 


A) 135" B) 1407  C)150" 
D) 160> E) 170" 


Problema 6 Calcular “x” 


=c PVtatemática 4 349 


A) 10 B)20? C)30% D)40" E) 45" 


oz > 
Problema : Siendo: l,// b, hallar: 
Problema: Si: a?+b"=100",hallar“x" | mZABC 


NI ES 


A) 10? B)20” C)30” D)40 E)50* 


Problema): Hallar “x”, si: AD =BC 


A) 90" B)75” C)100* D)80 E) 60? 


Problema (> : Calcular *p" 


A)8e B)9 C)10" D)12% E)15" 


Oo E 
Problema : Siendo fl, // L,, hallar Fx 


A) 10 B)15 C)20" D)30% E) 45" 


A) 33? B)35 C)12 D)30” E)42” | Problema $: Calcular “x” 


A)2 
B)3 
C)4 
D)5 
E)6 


Calcular el perímetro 


Problema f: 
del triángulo ABC (X e Z) 


A) 11 
B)12 
C)13 


D)14 
E) 15 


Problema a : Las longitudes de los 
lados de un tiángulo están en progresión 


A)22730' aritmética de razón 3m. Hallar el mínimo 
B) 15 valor entero del perímetro 

Sar A) 18m B) 19m C) 20m D) 21m E) 22m 
D) 18930' 

E)37* Problema 6: Hallar “x” 


si: m ZABC= 90" 


A)1 
B)2 
C)3 
D)4 
E)S 


A)12 B)10 C)15 D)18 E)20 


; A . Problema $: El perímetro del triángu- 
Problema : En el gráfico adjunto. | 10 equiláterd ABC es 36 metros. Hallar “x" 
MN // BC; CÑ = 10 ; BM = 6; hallar “MN” 


AJ45 
B)5,5 
C)j6.5 
D)7.5 
E)8.5 


Problema Ó : Calcular el perímetro 
del A FGH o e 
E Elave de Respuestas li 


A)J6 B)10 C)12 D)14 E)16 


E MEL 7 cli cr ll ll A ci e A a A 
ENTES SED SSOIAS A SAS DS ANS ANS 


O) si AB=CD Calcular «x» 


A)202  B)25%  C)30* 
D) 352 E) 402 


Resolución: 


é El ABDE esisósceles =|DB=DE!' 


é  AABD=ACDE(L.A.L) 


- EN 


éú  —AABC: 40" + (x + 70%) +4 = 1802 
407 + (x + 707) + 40? = 1809 


En un triángulo ABC, AB = 6, AC = 10. La bisectriz interior de A y las exteriores 
de C y B se cortan en F. Por "F" se traza la perpendicular FH a la prolongación 


3 


á 


52, Manuel Coucñas Haguiche E 


de AC (H sobre la prolongación de AC); si AH = 14. 
Calcular la medida de BC. 


A) 8 B)4 C)10 D)12 E) 14 
Resolución: 


Trazamos: FM 1 BC y FL1 AB 


O FHa= ED FLA 

” BL=8. 
O FLB= IX FMB 
o --(1) 
Ox FHe=l5 Fm 
"» [MO=CH=4 ..(2 


Del gráfico: BC = BM + MC, reemplazando (1) y (2) obtenemos: 


“BC=8+4=12: Rpta. D 


(37 Desde un punto interior de un triángulo equilátero, trazamos perpendiculares a 


los lados. La suma de estas perpendiculares es: 

A) Mayor que la altura del triángulo B) Igual que la altura del triángulo 
C) Menor que la altura del triángulo D) Depende del punto tomado 

E) Igual al lado del triángulo 

Resolución: 


Sea ABC, el triángulo equilátero y 
*P* el punto interior. 


Por "P" trazamos: 


Por propiedad: 


A MEN: [PE+PF=BQ' ...(1) 
Pero: [PG=0H ] (2) 


E SS PA 


A E O E E TEA AA E 


== 


De (1) y (2): hb Recuerda Que 


PE + PF + PG = BQ + QH 
ROA 


¡PE+PF+PG=h  RptaB 


Del gráfico, hallar «x>» 


A)1 B)2 
C)3 D) 4 
E)5 
Resolución: 


Trazamos BF 1 AD, y CE 1 BF 


En el sra, notable de 37” y 53”: BF=6. y AFB 
En el DM CEB, notable de 37 y 53”: [GEZ8] y  [EB=4. 


Enel mm EFDC: Íx=2.  Rpta B 


En la figura determinar los valores 
de la suma de «x» e «y» si dicha 
suma es un número entero. Dar 
como respuesta el número de solu- 
ciones. 


A)10 B)11 C)5 D)4 E)3 


Resolución: 


Por el teorema de la desigualdad 
triangular: 


AABC: 4-3<x<4+3 
ST] 1) 
ACDE: 5-2<y<5+2 
E e 
AACE: [x+y>9| ..3) 


Para hallar «x + y» sumamos miembro a miembro 1 y 2: |1 <x<7 
3<y<?7 


E. MA MIA IREYENA)..(4) 


De (3) y (4): 


Valores enteros de x + y = (10; 11; 12; 13) 


Si.AB=a, y DC=b 
Calcular «BC» 


Aja+b B)a-b  C)b-a 
D)2a+b E)3a-2b 


Resolución: 
Sea: BC =x 
Se traza DE de tal manera que 


mZ BDE = q, y entonces resulta 
que: 


52 E PA Y E. AP 


A: RES E sue >» 


Dña 
ABAD =A BED (A.L.A) 


ES=AB=a y |meBED=m2ZBAD=2, 


El triángulo CED ha resultado ser isósceles porque: 


m ZCED=m ZCDE=180"-24 "? [CE=CD=b. 


Finalmente, del gráfico. Darb: Rpta. A 


En un triángulo isósceles ABC, (AB = BC), m Z B =20", sobre los lados AB y BC 
se toman los puntos «D» y «E» tal que: m Z DAE = 20? y m Z DCE = 30". 
Calcular: m Z AED. 


A) 10 B) 18 Cc) 20" D) 307 E) 22,5" 


Resolución: 


El A DAC; es isósceles =»[AC=AD| 


Para formar triángulos isósceles que 
nos ayuden a resolver el problema, 
se traza AF de tal manera que: 


Entonces: 
El ACAF, es isósceles: AC=AF | 


El A FAD, resulta ser equilátero: 
El A AFE, resulta ser isósceles: 


El A DFE, resulta ser isósceles: 


5.5.1 DEFINICIÓN: Los cuadriláteros son polígonos que tienen cuatro lados. 


Son cuadriláteros CON- 
VEXOS, porque si to- 
mamos dos puntos cua- 
lesquiera P y Q de su re- 
gión interior, el segmen- 
to PQ está contenido en 
su región poligonal. 


Son cuadriláteros CÓN- 
CAVOS, porque pertene- 
ciendo P y Q a la región 
interior de cada polígono, 
el segmento PQ no está 
contenido en su región 
poligonal. 


5.5.2 CLASIFICACIÓN DE LOS CUADRILÁTEROS: 


[Pagaliconeas es el cuadrilátero cuyos lados opuestos son paralelos. 
os paralelogramos se clasifican en: 


Romboide: Es el paralelogramo que no es equilátero ni equiángulo. 

Rombo: Es el paralelogramo que es equilátero (Sus cuatro lados son con- 

gruentes). 

Rectángulo: Es el paralelogramo que es equiángulo (Sus cuatro ángulos 
- congruentes son rectos). 

Cuadrado: Es el paralelogramo que es equilátero y equiángulo al mismo 

tiempo. Es decir, el cuadrado es un cuadrilátero regular. Es un rombo y un 

rectángulo a la vez. 


E Q N IP 
P S 
H 10) 


(ROMBO) (RECTÁNGULO) (CUADRADO) 


e. 2. 82 


ROMBOIDE 
(PARALELOGRAMO) 


<= Vtatemática 357. 
Ed el cuadrilátero que tiene solamente dos lados paralelos. Los lados 


paralelos se llaman bases del trapecio; los lados no paralelos se denominan 
lados laterales del trapecio. Altura de un trapecio es el segmento perpendicular 
a las bases comprendido entre ellas. El segmento que une los puntos medios de 
los lados laterales se llama mediana del trapecio o base media. 


Los trapecios se dividen a su vez en: 


dá Trapecio isósceles: Es el trapecio que tiene sus lados laterales congruentes. 


dé Trapecio rectángulo: Es el trapecio que tiene un lado lateral perpendicular 
a sus bases. 


e Trapecio escaleno: Es el trapecio que tiene sus lados laterales desiguales. 


Siendo: 


FG = base menor (b) 
EM = base mayor (B) 
PQ = mediana 

EF =lado lateral 
“FH=altura. 


(TRAPECIO 

ESCALENO) 

EN TRAPEZODES: Son cuadriláteros cuyos lados opuestos no son paralelos. 
Pueden ser. 


dé Trapezoides simétricos.- Son 
aquellos que tienen dos lados 
consecutivos congruentes y los otros 
dos lados tambien congruentes pero 
distintos de los anteriores. 


BD: diagonal principal biseca a los 
ángulos D y B. 


á Trapezoide asimétrico.- Se le 
llama así cuando no tiene las ca- 
racterísticas del trapezoide simé- 
trico. 


e 


BC no es paralelo con AD y 
AB no es paralelo con CD. A D 


5.5.3 PROPIEDADES DE LOS PARALELOGRAMOS: 


Los lados opuestos de un 
paralelogramo son ccongruentes. 
Los ángulos opuestos de un 
paralelogramo son congruentes. 
Las diagonales de un paralelo- 
gramo se bisecan mutuamente 
(se cortan en su punto medio) 
El punto medio de una diagonal 
de un paralelogramo es su cen- 
tro de simetría. 

Cada diagonal divide a un paratelogramo en triángulos congruentes (de la 
figura: APQR=APSR y AQRS=APQS). 

Los ángulos interiores de un paralelogramo suman 360% ó 2x1 radianes (de 
la figura: 20? + 28% = 3600) 

Dos ángulos consecutivos de un paralelogramo, son suplementarios. O sea: 
a” + $%= 1800. 

La suma de los cuadrados de las diagonales (D y d) de un paralelogramo, 
es igual a la suma de los cuadrados de sus 4 lados. 


Si en un cuadrilátero, los lados opuestos son congruentes por pares, 
entonces dicho cuadrilátero es un paralelogramo. 


Si en un cuadnlátero los lados opuestos son congruentes y paralelos, 
entonces es un paralelogramo. 


E y 


A HAN A 


> a 


5.5.4 PROPIEDADES DEL ROMBO: 


Por ser un paralelogramo, cumple con 
todas las propiedades ya menciona- 
das. 
|. Las diagonales de un rombo son per- 
pendiculares entre si. 
(3, Las diagonales del rombo son 
bisectrices de los ángulos internos del 
mismo. 


5.5.5 PROPIEDADES DEL RECTÁNGULO: 


EN Por ser un paralelogramo cumple con 
todas sus propiedades. 
Las diagonales del rectángulo son 
— iguales. (de la figura: OS = PR). 
[EN La perpendicular que pasa por los 
puntos medios de los lados opuestos 
del rectángulo es su eje de simetría. 


5.5.6 PROPIEDADES DEL CUADRADO: 


Es] Por ser un paralelogramo, cumple con 
todas sus propiedades. 

Por ser un rombo, cumple con sus res- 

—— pectivas propiedades. 

EN Por ser un rectángulo, cumple con sus 
respectivas propiedades. 

EN Las diagonales del cuadrado son per- 
pendiculares entre si, son congruentes y son bisectrices de sus ángulos 
interiores. 


5.5.7 PROPIEDADES DEL TRAPECIO: 


La mediana de un trapecio es paralela 
a las bases del trapecio y es igual a lá 
semisuma de ellas. 


La mediana divide a la altura del trapecio en dos partes congruentes. 
Los ángulos interiores del trapecio suman 3600. 


Dos ángulos interiores del trapecio situados en el mismo lado lateral son 
suplementarios (O sea suman 1809). 


La longitud del segmento que une los puntos medios de las diagonales de 
un trapecio es igual a la semidiferencia de las bases. 


EF // BC // AD 
, 


Siendo: “E” punto medio de AC 
“F” punto medio de BD 


Cc 


[7] La longitud del segmento para- 
lelo a las bases que pasa por el 
punto de intersección de las 
diagonales es igual a la media 
armónica de las bases. 


Recuerda que: 


PQ// BC // AD 


Donde: 


Pero: 


p e 


O: Punto de intersección de las 
diagonales 


PROPIEDADES GENERALES: 


En todo cuadrilátero la suma de sus 
ángulos internos es 3600. 


aj Si se unen consecutivamente los pun- 
tos medios de los lados de un cuadri- 
látero cualquiera se forma un 
paralelogramo. 


PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE 
CUADRILATEROS 


Pd 
Problema $: El perímetro de un paralelogramo es de 60 m. El lado mayor excede 
al lado menor en 8 m. Si la longitud de los 4 lados fueran iguales a la del lado mayor, 
entonces el perímetro sería: 


Resolución: 


Sean: [ X = medida del lado menor 
x + 8 = medida del lado mayor 


Del enunciado: PerímetroZ/= 60 m 
A 


2x+2(x+8)=60 = 4x=860-16 


Luego, el lado mayores: —x+8=11+8= 


Si la longitud de los 4 lados fueran iguales a la del lado mayor se formaría un 
cuadrado, siendo su perímetro: 


Perímetro del cuadrado = 4 (lado mayor del paralelogramo) 


=4 (19m)= $ Rpta. 


Problema f) : En un paralelogramo ABCD, las medidas de los ángulos consecutivos 
A y B son: 7x - 30% y 3x + 10" respectivamente. Entonces el complemento de “B” es: 


Resolución: 
Por propiedad: Dos ángulos consecutivos de 
un paralelogramo son suplementarios (o sea 
suman 1809) 
Luego: A + B = 180% 
y Y 
(7x - 309) + (3x + 109) = 1800 


10x=2000 mp [x= 200) 


Calculamos la medida del ángulo B. 


B = 3x + 10% = 3(209) + 10% = 709 


Problema 6: Las bases de un trapecio isósceles están en la relación de 3 es a 5. Si 
la suma de sus lados no paralelos es de 50 m y su perímetro es de 82 m. Calcular la 
mediana del trapecio. 


Resolución: 


Como el trapecio es isósceles: AB=DC=a 


SL Maca 


pero: AB+DC= 50m 


q A C 
ara=50m "» 2a=50m 


PerímetroAABCD = 82 m 
_— y —— 


a + 3k + a +5k=82 m 
2a + 8k = 82 m 


o y) 
2(25 m) +8k=82m ww» (k=4m! 5k 


¿O +80 ER 4 (4) =16m 
2 2 
“Mediana =-16 m 


Luego: Mediana = 


Rpta. 


Problema 9) : En un trapecio el segmento que une los puntos medios de las 
diagonales es 9 m y la suma de las bases es 30 m. Hallar la base mayor. 


Resolución: 1 
Por propiedad: ci =7 (AD - BC) 


De las ecuaciones (1) y (Il): 


jan EC 
AD-BC=18 


mam 200=48 = [ADgAOA 
Reemplazamos el valor de AD en (II): - 


24m+BC=30m "»  - '[BC=6m 
RAIN . ARNO 


Problema óÓ : La base menor de un trapecio isósceles mide 15 m y forma con los 
lados no paralelos un ángulo de 120%. Si cada lado no paralelo mide 40 m. ¿Cuánto 
mide la mediana? 


Resolución: 


En el Z]AHB: Por propiedad: 


Como el trapecio es isósceles: 

AH = PD =20 m. 
Además: BC=HP = 15 m(Por serparalelos) 
Luego: 


AD +BC - 55 m+ 15m 


Mediana = ——_—_ — 35m 


Problema Ó: Los lados no paralelos de un trapecio isósceles, forman con la base 
menor ángulos de 135". Si la altura mide 8 m. y la mediana 18 m. Hallar el perímetro 
del trapecio. 


Resolución: 


En el Game: 
AH = BH = 8 m (Por ser isósceles) 


- En eliscro: 


CP = PD = 8 m (Por ser isósceles) 


Del enunciado: 


8m x P 8m D Mediana = 18 m 
(116 + x) 1 
AD+BC _,o. 
e 


Reemplazando por sus respectivos va- 
lores se obtiene: 


(16 +x)+x p 
——= 


Luego: Perímetro del (AABCD = AB + BC + CD + DA 


=8V2 +x+8V12 +(16+x) 


=16V2+16+2x (1 


Reemplazamos el valor de “x” en esta última expresión: 


Jl <= SR 2 +16+2 (10) = 1642 +36 


y ABOD = az. $9) mo] Rpta. 


2... En un cuadrilátero ABCD convexo, los ángulos B y C mide 130* y 70% 


respectivamente. ¿Cuánto mide el ángulo formado por las bisectrices de los ángulos A 
y D? 


Resolución: 


En el cuadrilátero: 
20 +2(8 + 130% + 70% = 3609 
20" + 28$= 160% —> 2(a” + PB”) = 1602 


Enel ADPA: a + x + fB*= 180% 
ar + B9 + x= 180 

Meat a di 
80% + x= 1800 


. x=1000. 


El ángulo formado por dos bisectrices interiores de dos ángulos 
consecutivos de un cuadrilátero, es igual a la semisuma de los 


otros dos ángulos. 


En el problema anterior: 


130%+70* _ 200% 
E 


AÑ 
x= 


Problema 9 : Calcular el ángulo formado por las bisectrices exteriores de los 
ángulos A y D de un trapezoide ABCD. Si B = 100% y C = 130%. 


Resolución: 


En el cuadrilátero ABCD: 


De la figura: 
A+ 202 = 1809 
D + 2p0 = 1800 
z MA.M. A+D+4200 + 28 = 3609 
A+ De2(ar + P0) =3609 — ... (2) 
Reemplazamos (1) en (2): 
1300 + 2(0" + $0) = 3600 
2(0? + Bo) = 2300 


Enel APAD: —0%+f%+x= 1800 


E 
115% + x= 1800 nn, O 650. 


En un cuadrilátero, el 
ángulo formado por las bisectrices exte- 
riores de dos ángulos consecutivos es 
igual a la semisuma de dichos ángulos. 


Problema Ó: En un cuadrilátero convexo ABCD se conoce que: A — C = 50%. Hallar 


la medida del ángulo agudo que hacen las bisectrices de los ángulos B y D al cortarse. 


Resolución: 


En el cuadrilátero DOBA: Ba +En E (1) 


En el cuadrilátero BCDO: L. +0 ¿Da (360 -a)=3602 ——— .... (2) 


Igualamos las expresiones (1) y (2): 


E B 2,0 


7 HE y + (360 - a) 


A+0a=C+ 360% - a 
A-C =360* - 2a 

dE 

50% = 360" - 2a 


De la figura: a+86=180% «mb 155%4+0=180%  .. 


é Como se observará las bisectrices de los ángulos B y D al cortarse forman dos 
ángulos a = 155 (Angulo obtuso) y 8 = 25" (Angulo agudo). 


[ProPtEDAD: | En un cuadrilátero, el 


menor ángulo formado por las 
bisectrices de dos ángulos opuestos 
es igual a la semidiferencia de los 
otros dos ángulos. 


Problema $: Si la suma de las perpendiculares bajadas por los vértices de un 
triángulo hacia una recta exterior es 48 cm, hallar la distancia del baricentro a la recta. 


Resolución: 


De acuerdo al enunciado del problema se construye el siguiente gráfico. 


a que: 


En la figura: — Sea: E =baricentro. 


Tomemos el punto “PF”, punto medio de 
BE, luego hagamos que: 


Entonces: 
é EneZA TFFT: 


_a+b 
e A (1) 


é EnelZA BEEB': 


x+c 
E SRA 2 
b== (2) 

é Enel/ldaAcca: 
_e+f 
EA (3) 
x+c, e+f 
Reemplazamos (2) y (3) en (1):X E => 2x=%4S - +f 


Ax=x+cre+rfo . ol (fórmula) 


Reemplazando el valor 48 cm. en la fórmula, se obtiene: 


FLasoon > [Ei 


E. A En todo triángulo la B 
stancia del baricentro hacia una 


recta exterior es la tercera parte 


de la suma de las distancias de c 
los vértices hacia la recta. A 


| 
Vds" j 
I 1 
G: baricentro del A ABC €) O (9) O 
| di | 
| e ES 
' 


Problema Pp : A partir de los vértices de un paralelogramo se trazan perpendicu- 
lares hacia una recta externa. Si la suma de las perpendiculares es igual a 60 cm. 
Hallar la distancia del punto de intersección de las diagonales hacia la recta. 


Resolución: 


MS SETA 


De acuerdo al enunciado, se cons- 
truye el siguiente gráfico. 


Entonces: 
En el/ A A'ACC": 

x=2 E (1) 
Enel A BB'D'D: 

x=232 (2) 


Sumando (1) y (2); se obtiene: 


_a+d, b+c _a+d+b+C 
2x= 3 _—— > ex = —_—_—_—_— 


NARANAERENIO RRA ARANA, 
Rpta: ka dis ancia del. punto de. inters: ión. de las. legonal : 
>haciala recta es de 15m. SS SISI 


| PROPIEDAD: En todo paralelogramo, 


la distancia del punto de intersec- 
ción de las diagonales hacia una 
recta exterior es la cuarta parte de 
la suma de las distancias de los vér- 


tices hacia la recta. 


Problema 18] : En un cuadrilátero 
ABCD: 


mZB 


Problema E : En el paralelogramo 
ABCD); calcular x, y, Z. 


2mA “MÁB: = 4m2D: 
3 5 


mE 3 mZB 
4 


Calcular la medida del ángulo A. 


Resolución: 


Resolución: 


Problema [4] : En el trapezoide PORS, 
Calcular x?. 


Problemal2] : La mediana de un trape- 
cio mide 24 m. y sus bases están en la 
relación de 1 a 7. ¿Cuánto mide la base 
mayor? 


Resolución: 


Resolución: 


Rpta. Rpta. 


Problema 5 : En la figura, calcular la | Problema M_: En la figura: ABCD: 
paralelogramo; AH: bisectriz del 4 BAD; 
E y F son puntos medios de AC y HD 
respectivamente. Hallar EF. 

B 


Resolución: 


Problema [8] : Calcular la longitud de 
la mediana del trapecio MNLS. 


Problema(6 : Calcular "PQ" 
Si: PQ // BC // AD. 


B=— 3c 


P 


A 


Resolución: 


anuct Couciaa Aa 


NIVEL 1 


Problema 


: Las bases de un trapecio 
isósceles están en la relación de 1 a 5. Si 
la suma de sus lados no paralelos es 30 
m y su perímetro 66 m. ¿Cuánto mide la 
mediana o base media del trapecio? 


A)30m B) 1Bm C) 36m D)9m E) 16m 


Problema : El perímetro de un 
paralelogramo es de 52 m. El lado menor 
es excedido por el lado mayor en 6 m. Si 
la longitud de los 4 lados fueran iguales a 
la del lado menor, entonces el perímetro 
sería: 


A) 64m B) 46m C) 40 m D) 60m E) 42m 


Problema : En un paralelogramo 
ABCD, las medidas de los ángulos con- 
secutivos A y B son: 4x + 60* y 8x - 30% 
respectivamente. Entonces el suplemen- 
to del ángulo “A” es: 


A)110? B)70? C) 101” D) 100* E) 90* 


Problema : En el rombo ABCD, los 
ángulos agudos opuestos miden: x + 10? 
y 3x - 6” ¿Cuánto mide el mayor ángulo 
del rombo? 


A)120? B) 110" C) 126" 
D) 162* E) Faltan datos 
Problema ¿2% En un trapezoide, la dife- 


rencia de dos ángulos opuestos es 46". 
Hallar el mayor ángulo formado por las 
bisectrices interiores de los otros dos án- 
gulos. 


PROBLEMAS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
> CUADRILATEROS 


AJ922 B)23" C) 157" D)48” E)N.A 


Problema): En el siguientetrapecio: 


A=8y, B'= 140% — (Ci=5xX% 122 
D = 3x + 8", hallar la relación: y/x 


B 6 A) 1/3 
B) 1/4 
C) 2/5 
D) 3/8 


E) 1/6 


problema (): Calcutar el ángulo forma- 
do por las bisectrices exteriores de los 
ángulos A y D de un trapezoide ABCD. 
St B= 112" y C= 138". 

A) 152?” B) 55" C) 155% D) 45” E)N.A 
Problema : Los lados no paralelos 
de un trapecio isósceles, forman con la 
base mayor ángulos de 60*, si la altura 


mide 10 Y3 m, y la mediana 18 m. Hallar 
el perímetro del trapecio 


A) 66 m B)76 m C) 38 m 
D) 68 m E) 70 m 
Problema : La base mayor de un 


trapecio isósceles mide 20 m y forma con 
los lados no paralelos ángulos de 45". Si 


cada lado no paralelo mide 612 m. 
¿Cuánto mide la mediana? 


A) 28 m B) 14m 
D)13/2m E)26V/2m 


C) 41 m 


Problema H: En un trapecio el seg- 
mento que uñe los puntos medios de las 
diagonales es 13 m y la suma de las ba- 
ses es 48 m. Hallar la medida de la base 
menor. 


A) 37 mB) 24 mC) 11 mD) 22 m E) N.A 


Problema Ó: Hallar la longitud de la 
base mayor de un trapecio, sabiendo que 
su mediana mide 12 m y la distancia en- 
tre los puntos medios de sus diagonales 
es 3 m. 


A) 18 mB) 21 mC) 15 mD) 25 m E) N.A 


Problema Ó La mediana de un trape- 
cio isósceles es 62 cm, y su altura es de 


12 cm. Hallar las longitudes de las bases, 
sabiendo que los lados no paralelos for- 
man con la base mayor un ángulo de 45*. 


A)40y57cm  B)50y74cm 
C)60y74cm  D)50 y 84 cm 
E) N.A 


Problema Ú En un trapecio ABCD de 
bases BC y AD, el ángulo “B" mide 135” y 
el ángulo "C" mide 143". Hallar el lado no 
paralelo CD, si la diferencia de las bases 
es 21 m. 


A) 16m 
D) 18m 


B) 19m C) 15m 


E) NA. 


Problema ps : Las distancias de los 
vértices de un triángulo a una recta dada 
mide 10 cm; 15 cm y 23 cm. Calcular la 
distancia del baricentro del triángulo a la 
misma recta exterior. 


A) 15 cm 
D) 24 cm 


B) 16 cm 
E) N.A. 


C) 12 cm 


Problema h: Si la suma de las per- 
pendiculares bajadas por los vértices de 
un paralelogramo a una recta exterior es 
de 48 cm. calcular la distancia del punto 
de corte de sus diagonales a la misma rec- 
ta anterior. 


A) 8 cm 
D)12 cm 


B) 10 cm 
E) 16 cm 


C) 20 cm 


1 


Clave de Respuestas 


Problema e En la figura: JKMN es un 
cuadrado y KL = KM calcular “6” 


A)30" 
B) 45” 
Cc)60* 
D) 75? 
E)25* 


Problema : Enlafigura: Problemá. ) < Hallar “x" 


AB = BC = CD = BD Hallar “ar” 


A)60* 

B) 45" 

C)30* 

D)37" 

E) 38" 
Problema Ó : Si ABCD es un 
paralelogramo, hallar “a ” 

Problemaí): Hallar “x" 

A) 1309 A) 45” 

B)120" | B)60? 

cy 110? C)54? 

D) 105? D) 90? 

E) 115? EJ 15? 


Problema (): Si: AL =LM y LP =LOQ, 
Hallar £ 


2 | Ap17> 
A) 62 B) 67,5? C)70,5— * | Bp16" 
D) 617 E) 57,5 c)18* 
Problema. : Calcular “q” > donald 

E) 15" 
A)70? 


B) 80 

C) 75" 

D)60? Problema... : Delgráfico 

E) 50? *BC//AD: BC=5:AD=9 


Calcular “MP”, “M” es punto medio de AE 


-— E 


r 


Problema $ : La suma de las distan- 
Ss 


cias bajadds desde los vértices de un 
paralelogramo hacia una recta exterior es 
28 metros. Calcular la distancia del punto 
de corte de las diagonales a la misma rec- 
ta. 


A)5m B)7m C)10mD)11mE)12m 


Problema a : Las diagonales de un 
trapecio midén 10 y 12. Calcular el máxi- 
mo valor entero de la mediana. 


A)J9 B)10 Cj11 DJ12 E)21 

probtema ($ : Enuntrapeciorectán- 
gulo ABCD:MZ4A=mMZB=90;mZD 
= 45%; AB = 6m. Calcular la longitud del 


segmento que une los puntos medios de 
las diagonales 


A)im B)3m C)4m D)5m E)6m 


Problema : Hallar: “PQ” 


A)8/3 B)2  C)10/3 D) 20/3 E) 3 
Problema : En un trapecio rectán- 
gulo ABCD recto en A y B, sobre el lado 
no paralelo AB de ubica un punto “F” tal 
que AF = BC y BF = AD. Calcular m 4 
CFD 


A)80? B)75 C)105* D)52% E) 90” 
Problema : Hallar PQ en el trapecio 


ABCD si: AB = 12 ¡BC =4 ; BQ= 3QD; 
AP = PM 


AJ6 B)3 C)4 D)J5  E)7 


Problema): Siendo f — y = 6”. Calcu- 
lar x" 
A) 76? 
B) 94? 
C) 842 
D) 78* 
E) 82" 


Clave de Respuestas 


Í 


Wanued Coveñas Haguiche Ó 


PERRA MIRAR 1 
pe TR A A A Ñ N; 
] 


0 
A 
0 
A 
A 
1 
J 
Q 


ALLA a EA A 
Ñ VUBREACCULALUALUALUAAURECARUURARAAN AAA f 


1) Hallar el ángulo formado por las bisectrices de dos ángulos consecutivos de un 
paralelogramo. 


A) 45? B) 302 C) 60? D) 90? E) Depende de los lados 
Resolución: 

é Sea ABCD el paralelogramo y 
*C” y "D" los ángulos consecuti- 


vos, "x" es el ángulo pedido: 


é  ComoBC//ADentonces porán- 
gulos conjugados internos: 


24+20=180 m ¡9+0=90*] 
é  EnelaCED: x+a+9=1800 mp x+90%=180" mp -. [xS90ufpta. D 


[2 En la figura, se tiene que: 


FE = BE, calcular «x» 
A) 722 B) 108" 
C) 702 D) 82 

E) 118? 


Resolución: 


é  Enel/ /FBED, por suma de /s 
interiores: 


m/“D+mZF+mZB+m2ZE= 360 


x + 90% + 72% + 90% = 360% 


mo. SES Rpta B 


9 


ú 


á 


EN EL TRAPECIO PACT: x=2*S 


La suma de las distancias de los vértices de un paralelogramo a una recta exte- 
rior es 80 m. Hallar la distancia del punto de corte de las diagonales a la recta 
señalada. 


A) 40 m B) 30 m C) 20 m D) 50 m E) 25 m 
Resolución: 


Sea ABCD el paralelogramo y 
“x'" la distancia pedida. 


Según datos del problema 


abrcid=óom). 0) 


Aplicando la propiedad de la me- 
diana de un trapecio: 


EN EL TRAPECIO QBDS: x==— 


á 


Reemplazando (1) en (2), se obtiene: 


Y MAM y despejando: nattbrcrd (teorema)  ...(2) 
AS ; : 


En la figura, calcular «x» 


A)89  B)79" 
C)532  D)60* 
E) 722 


Resolución: 


é  Prolongando AB y AD, descubrimos 
que en el A ABD, BC y DC son 
bisectrices exteriores: 

á Entonces "C* es el excentro relativo al 
lado BD y por lo tanto AC será bisectriz 
interior. 


"> mZBAC=mzZCAD=_ (740) = 37 
2 


Maseccol rei a a 


Por el teorema del Z exterior: x=37% +42 — imp ; x= 790 Rpta. B 


Dado el triángulo rectángulo ABC (recto en B) donde: AB = 2m; BC = 3m; se 
construye exteriormente los cuadrados ABMN y ACDE. Determinar la medida 
de EN. 


A) 5m B) 4m C) 3m D) 2m E) 6m 
Resolución: 
Desde "E" trazamos una per- 


pendicular a la prolongación de 
NA en "H" 


ON EHA = IN ase 
mm AH=AB=2 
m EH=BC=3 


En el ES EHN; por el teore- 
ma de Pitágoras: 


x O =NHÓ+HE? mé 443 me ROSY pta. A 


Del gráfico, calcular el valor de «x» 


A)2 B)3 C)4 
D) 1 E)5 

ñ 5 
Resolución: 


10 


Recuerda que: 


EC Matematica WA :379 
é  Setraza AC, y luego en el LM ABC como BC = AB/2, ¡mZCAB=53:/2 | 
> a] 
é Luego AC resulta ser bisectriz. Por el teorema de la bisectriz: 
CD=CB e |x=5] Rpta. E 
177 Exteriormente al triángulo ABD se traza el tiángulo BCD de manera que: 
AB =CD, m Z<BAD= 2m Z ADB; m Z BDC =60* - m Z ADB. Calcular m 4 CBD. 
A) 159 B) 22,5% Cc) 207 D) 302 E) 379 
Resolución: 


é Según los datos del proble- 
ma, la figura sería la siguien- 
te: 

é Sea: mZ2CBD=x 

m ZADB=8" 
> mZBAD=20 


é  Pordato: m.ZBDC=60" - m ZADB 


- mobc=er-e 
é Trazamos BQ= AB resultando: A ABO: isósceles mp 


A BQD: isósceles nm» BQ=0D. 


$ Ahoracomo QD = DC y m Z QDC = 60", trazamos Qc y el A QDC, resultará ser 
equilátero y por lo tanto: QD = DC = QC 


ú Finalmente el A BQC es también isósceles: 
mzZB+mZC+m2ZQ=180* 


(x + 0) + (x + 0) + (120 - 28) = 180? 
x= 30 Rpta. D 


mZQ=120" - 28 


...2l matemático alemán Johann Carl Gauss se le conoce como “el Príncipe 
de la Matemática? 

Gauss nació en la ciudad de Brunswick, en el seno de una familia muy humilde 
y. para poder desarrollar su brillante carrera, contó con el apoyo financiero del 
duque de Brunswick. 

En los inicios del siglo XIX, abandonó la Aritmética para dedicarse a la 
Astronomía y desarrolló un método para acompañar la órbita de los satélites, 
usado aún en nuestros días. Esto le permitió obtener el cargo de "Director del 
Observatorio de Gottingen”, en donde transcurrieron cuarenta años de su vida. 
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=> Proporcionalidad 
6) y Semejanza 


EX RAZÓN GEOMÉTRICA 


La razón geométrica de dos números racionales a y b es el cociente a/b, siendo 
bx0. 


PROPORCIÓN GEOMÉTRICA , — , A. a 


; Es la comparación de dos razones geométricas. 


| A 1.4 4.6 DIZE A 
P Ejemplos: 0_=- O-==- Q — “== 
LT 6 9 


. Selee:  "aesabcomocesad | 
| a, e . aye «A sellaman antecedentes l 
bd b y d (642 se llaman consecuentes 


+. ayd ¡2 sonlos Términos Extremos 
b yc 62 son los Términos Medios 


medios 


Si: ” Ejemplos: 
(9) 3752 1X8=2x4=8=8 


| O -24x9=6:6=36=36 


| El producto de los términos extremos es igual al producto de los términos 
1] 
| 
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6.2.1 PROPIEDADES DE LAS PROPORCIONES 


Ejercicio Al En cada una de las siguientes proporciones, hallar el término "x”. 


4 
ox-18 gx  g28-x 9-2 
3 12 x 9 x 0,01 Y» 
24 72 112 _x xo 5 142 1-4 
e el sx 1-h  x 
Resolución: 


* Debemos de aplicar la Propiedad Fundamental: 
ds a = ce 
s[2-5|1) 


oj-= ea E 


> 


JE 


> 2x=4-72 > x= 


( Matemática 4 


9 E » x=4.9 >» =% = > 


O 2 AS 100% 58 10 


10) mz > x x= 112.7 => i=84. = 


> x:xm1i5-5 =» xi=25 


of. ; arb=20 8.12 , b-a=16 
Pr a+ [4] 07 A 
a b a_ 15 
A = E -b=17 Se HE oa >) b=92 
O dea"? ná + Mi 
a_7 a,b 
e ; b=60 2 > E -b=80 
| Ape 1.0% be e 
J 
) Resolución: 


+ Para una mejor ilustración, cada ejercicio lo resolveremos de dos formas. 


11) | 1% Forma: | Aplicando las propiedades de las proporciones: 


bo Mini OE O) 


e 


2+3 2 
Tol] a 


| 2 Forma: | Igualando la proporción a una constante K. 


| 


—— 


A a 
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+  Pordato: a+b=20 +  Reemplazando en O y O) 
2K + 3K=20 la=2(4)=8 | Rpta. 


| b=3(4)=12 | Arta 


A 


O 1” Forma: 


E. E = simplificando denominadores: £ 
36 24 3 


Pordato¡a-b=17 =  3K-2K=17 = | k=17 | 
reemplazando en O y O: Pa=9 17=51] [b=2:1 | 


7=34| 
Rpta. Rpta. 


Pordato;b-a=16 = 9%K-K=16 >| k=2 ] 


aia 


Según datos; a+b=92 =>  15K+8K=92 = | k=4 | 


AAA 


la=15.4=60| Rpta. 


[2 Forma: 


a _b - 
Ba >-0 o 
+ Pordato¡a-b=80 =  13K-5K=80 =[ k=10 |] 


a=13-10=130 | Rpta. 


NOTA: 


Estimado Alumno: Cuando tengas que resolver un ejercicio similar, 
debes hacerlo según la forma que mejor se adapte a tu gusto personal. 


Ejercicio 1 : En cada una de las si- Ejercicio 2 : Hallar a y b si: 
guientes proporciones hallar "x”. a 2 

MH 

Resolución: 


a+b=72 


Ejercicio 3 : Hallar x e y, si: 
A Y 
== s  x-y=120 
18 . 
Resolución: 


Ejercicio 4 : Hallar m yn, si: 


Hada - 
n 35 ' 
Resolución: 


m-n=49 


a+b=154 


Resolución: 


Ejercicio 6 : Hallar a y b: 
56,16 
a b 
Resolución: 


a+b= 144 


SEGMENTOS PROPORCIONALES 


Dos segmentos tales como AB AB y CD son proporcionales a 
otros dos tales como MN y PQ, cuando sus longitudes for- 
man la siguiente proporción geométrica: 


Ejemplo: 


Sean AB=5u ; CD=10u ;MN= 3u;PQ=86u 


Entonces se dice que: AB y CD son proporcionales a MN y PQ 


KEY] DIVISIÓN ARMÓNICA 


Decimos que un segmento AC está dividido armónicamente por tos puntos B y D 
(B está en AC y D en la prolongación de AC) cuando se cumple la siguiente propor- 
ción: 


Proporción: 
AB_AD 
BC — CD 


> Los puntos B y D se llaman conjugados armónicos de A y € 


+ ByD dividen armónicamente al segmento AC 


» — Alos cuatro puntos A, B, C y D se les llama cuaterna armónica 


- EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE SEGMENTOS 
PROPORCIONALES Y DIVISIÓN ARMÓNICA - 


E RA 


Ejercicio: Enla figura AB y BC 

son proporcionales a 2 y 3. 

Hallar AB y BC. 
Resolución: 

+ Según datos E E =K 

A B 
A > [AB o 
H— 2k—AH——— 3K ———3 z 
4 60 > [BESA —..... 12] 


+ Del gráfico: AB+BC=60 


+.  Reemplazamos O en O y O: 


Ejercicio: Enel gráfico adjunto AB y BC son proporcionales a MN y NP Hallar “x" 


Resolución: 


+ DelgráficoAB=15 ; BC=12 ; 


MN=x ; NP=4 


+ Según datos: 


48 BE 
A INP 


Rpta. 
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Ejercicio : Enfafigura los puntos A, B, 
C y D, constituyen una cuaterna armónica. 
Hallar *x*. 


Resolución: 


+ Recordemos que si A, B, C y D forman una 
cuaterna armónica, entonces se debe cum- 
plir la siguiente proporción: 

Regla Práctica: 


AB _ AD , 
po 0n| Ll) 


roo 


e  Reemplazando: 


2.52 =>  3x=10+2x = |x=10| Apta. 


Ejercicio : Un segmento AB que mide 3 m es dividido armónicamente por los puntos 
M y N. Si AM= 2 m, hallar MN. 


Resolución: 


A 


Mo UB N EA 
A * Sea MN=x, luego del gráfico: 
AAA E 
CEC 


+ Según la definición de división armónica (o proporción armónica) 


2 PA 2x-2=2+x > |x=4 Rpta. 


Ejercicio: Enla figura adjunta, AB y 
BC son proporcionales a AF y FC. 
Hallar FC - AF. 


Resolución: 


=C_Matemática 4 


sde 


+ Según datos: 


E Ó EE 


RD A EE 


7 


Mo 


A 
F 
+ Delgráfico:  AF+FC=9 ns 5K 
9 .- 
=> 4K+5K=9 = LEE 


AB _8C 
AF FO 


+ Nos piden calcular FC - AF = 2 > Rpta. 
Ejercicio : En la figura adjunta los 
puntos A, B, C y D, forman una cuaterna 
armónica. 
0. 1 1 
Si -— 4 = — hallar "AC". 
FB AD 6 
Resolución: 
| . 
A B C 
. ha NE 


* Por definición de división armónica: 


AB, AD An = ab-ax=bx-ab 
8C CD "a b-x 
> 2ab = (a + b)x > 2_asb as 2, 1,1 encon 162) 
x ab x a b 
+  Reemplazando (O) en Q: EL > Rpta 
x 


Si los puntos A, B, C, y D forman una cuaterna armónica, entonces se cumple la 
siguiente relación: 


] A B Cc D 


EA (Relación de 
¡AD Descartes) 


=C_Matemática 4 


sde 


+ Según datos: 


> TE GN EE 


E. A A EE 


7 


o 


A 
F 
+ Delgráfico:  AF+FC=9 ns 5K 
9 .- 
=> 4K+5K=9 = LEE 


AB _8C 
AF FO 


+ Nos piden calcular FC - AF = 2 > Rpta. 
Ejercicio : En la figura adjunta los 
puntos A, B, C y D, forman una cuaterna 
armónica. 
0. 1 1 
Si -— 4 = — hallar "AC". 
FB AD 6 
Resolución: 
| . 
A B C 
. ha NE 


* Por definición de división armónica: 


AB, AD An = ab-ax=bx-ab 
8C CD "a b-x 
> 2ab = (a + b)x > 2_asb as 2, 1,1 encon 162) 
x ab x a b 
+  Reemplazando (O) en Q: El > Rpta 
x 


Nota: De este problema, deducimos la siguiente propiedad: ) 


Si los puntos A, B, C, y D forman una cuaterna armónica, entonces se cumple la 
siguiente relación: 


] A B Cc D 


EA (Relación de 
¡AD Descartes) 


Ejercicio 1 : En la figura, PQ y QR 
son proporcionales a 3 y 4 Hallar PQ y 
QR. 


Resolución: 


Ejercicio 2 : Enlafigura AB y BC son 
proporcionales a DE y EF, respectiva- 
mente. Calcular *x”. 


Resolución: 


Ejercicio 3 : En la figura, según un 
teorema AB y BC son proporcionales a 
AE y CE, respectivamente. Hallar *CE”. 


Resolución: 


Ejercicio 4 : Enla figura: ar. 
Sil PQ y QR son proporcionales a AD y 
DC, PQ=3; OR = 2; AD = 12, hallar 
"AC”. 


Resolución: 


Ejercicio 5 : Si A, B, C y D forman 
una Cuaterna armónica, hallar "x”. 


A D 


Resolución: 


Ejercicio 6 : Lospuntos colineales A, 
M, ByN están ubicados de tal forma que 
M y N son los conjugados armónicos de 
A y B. Calcular AB. 


Resolución: 


Ejercicio 7 : Enla figura adjunta por 
un teorema se sabe que: P y Q dividen 
armónicamente a AC. Si AP =12; 

PC =8. Hallar "PQ". 


A 


Resolución: 


Ejercicio 8 : Un segmento AB es di- 
vidido armónicamente por los puntos Q 
y T. Hallar AB, si AQ=10 y AT=15. 


Resolución: 


a 


AAA 
1 PRINCIPALES TEOREMAS SOBRE PROPORCIONALIDAD 


(AB TEOREMA DE THALES 


Si tres o más rectas paralelas son cortadas por dos rectas secantes, los seg- 
mentos determinados en la primera secante son proporcionales a los segmen- 
tos determinados en la segunda secante. 


Si 1 NE: 


[_ Casos Particulares: | 


A) RECTAS EQUIPARALELAS.- Si una 
recta secante determina sobre tres o 
más rectas paralelas, segmentos con- 
gruentes, cualquiera otra recta secan- 
te determinará también sobre dichas 
paralelas segmentos congruentes 


En el gráfico: LME MENE 
1 2 3 4 
S; : recta secante 


an 
S, : recta secante 


Ly, Ez. La y La son 
Si AB=BC=CD > EF=FG=GH 
rectas equiparalelas 


A A A A O ar o 
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B) EN EL TRIÁNGULO.- En la figura, si EF // AC, los segmentos determi- 
nados en AB serán proporcionales a los segmentos determinados en BC 


A 


de los lados no paralelos, segmentos que serán proporcionales a los 
determinados en el otro lado no paralelo. 


C) EN EL TRAPECIO.- Un segmento paralelo a las bases determina en uno | 

B 

Ea Ja dei | 

Así en la figura, si: PQ//BC // AD 


En todo triángulo, los lados laterales a una bisectriz son proporcionales a los 
segmentos determinados por la misma en el lado opuesto. 

En el Á ABC, CF es una bisectriz | 

interior. 

a y bson las longitudes de los lados 

laterales a la bisectriz. 

m y n son las longitudes de los seg- 

mentos determinados por la bisectriz 

en el lado opuesto. 


a, 


A rs erro erase 


F 
mm —4—n ——— 


b , E 
>=: , O lo que es lo mismo: ] i 
m on (TEOREMA) + 


_ Generalmente se utiliza esta última expresión. ci 


prncrnao q 
3 


Í DEMOSTRACIÓN ) 


El Á ABC es un triángulo 

cualquiera 

CF esla bisectriz del ZBCA 
Hipútestx 


| 


Afirmaciones 


Trazamos AH // FC - Trazo auxiliar 
m ZBCF=mZH=0u . Ángulos correspondientes 
m ZFCA=m ZCAH= a . Ángulos alternos internos 


El ÁACH, es isósceles - Porque tiene 2 ángulos iguales 
a*o” c/u. 


CH =CA =b . Teorema del triángulo isósceles. 


En el ÁABH: . Aplicación del Teorema de 
Thales en el triángulo. 
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(EP TEOREMA DE LA BISECTRIZ EXTERIOR | 


En todo triángulo una bisectriz exterior determina sobre la prolongación del lado opues 
to segmentos proporcionales a los lados laterales a dicha bisectriz. 


En la figura adjunta: 
a y b son proporcionales 
a m y n respectivamente. 


Es decir: A e ,0 
rm n 


lo que es lo mismo: 


EAT 


Esta última expresión es la que con frecuencia se utiliza 


Para demostrar este teorema, se recomienda trazar desde "A" un seg- 
mento paralelo a la bisectriz CD (dicho segmento debe cortar a BC) y 
luego aplicar el Teorema de Thales en el triángulo. 


»>=02Z 


TEOREMA DEL INCENTRO | 


En todo triángulo, el incentro divide a cada bisectriz en dos segmentos que siempre 
son proporcionales a la suma de las longitudes de los lados laterales y al lado donde 
cae la bisectriz. 


5 
h En la figura adjunta: 

: *CLe lF son proporcionales a 

l (a + b) y a c respectivamente" | 


Es decir: Or - E 


a+b c<c 
Cl _ar+b a 
PAR 


El incentro es el punto de interseción de las 3 bisectrices 
interiores de un triángulo. 


E 


Si Ud. desea saber algo más... 


TEOREMAS ADICIONALES 


(ll eonena PARA CALCULAR LA LONGITUD DE UNA BISECTRIZ INTERIOR |-- 


(TEOREMA) 


A 


EOREMA DE MENELAO 


[r 


¡  Entodo triángulo al trazar una recta secante a dos lados pero no paralela al tercer 
lado, se forman seis segmentos corisecutivos. Empezando desde el extremo opuesto 
¡ — alaprolongación se cumple que: el producto de las longitudes de tres segmentos no 
consecutivos es igual al producto de las longitudes de los otros segmentos. 


| En la figura adjunta se cumple que: 


Recta secante a AB 
y BC, no paralela al 
lado AC 


Mi 


En todo triángulo al trazar tres cevianas conconcurrentes, empezando desde cual- 
quier vértice se cumple que: El producto de las longitudes de tres segmentos no 
consecutivos es igual al producto de las longitudes de los otros tres. 


En la figura: 
- AQ, BR y CP son las cervianas 


concurrentes (las tres se cortan 
en un mismo punto) 


(TEOREMA) 


| 
| 


COVENAS 


MATEMATICA 4 


PROBLEMAS RESUELTOS TIPO 1.B.M. 
SOBRE PROPORCIONALIDAD 


A) 10 D)9 
B) 12 E) 14 
C)8 


Resolución: 
, “8. 10 
+  Porel teorema de Thales: — = 15 > Rpta. B 
x 
Problema 2]: Hallar "x” en la figura. 
A) 18 D) 14 
B) 16 E) 12 


15 
Resolución: y 


« Como EC // MN // AD, aplicamos 
el teorema de Thales. 


x _30 N 10] N 
TE > px=18 Rpta. A E HH 
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Problema 3|: Calcular “x”, si BD // AE. 


A)2 D)5 
B)3 E)6 
0)4 
G 
Resolución: = 
+ PorThales: X= = a B >) 
3x+2 3x+2 2 FO 


=> 10x=9x+6 


> Rpta. E 


Problema 4]: En la figura hallar "x". 


Resolución: 


+ Por el teorema de la bisectriz interior: 
TS _ 20-x 3 _20-x 


> 
TR x 2 x 
> 3x=40-2x > Apta. C 


Problema 5| Sim//n/£ hallar "DC". 


A E 
A)6 D)9 
B)7 E) 10 
c)8 
B 
dh 
15 10 
A Cc 


E 
fp o (a 
A 


A) 16 
B) 18 


C) 24,5 


* Del gráfico: 


DC =5x-54+2x+ 1 


0 


» Por Thales: 


5x-5_2x+1 
7 4 


> 20x - 20 = 14x + 7 


Resolución: 


. Sea: CE=xX 


+ Por el teorema de la bisectniz 


exterior: 
Y _x+8 
Mx 
4 _x+8 
=> == 
3 x 


Rpia. C 
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Problema $ En un triángulo ABC: AB = 6; BC = 8 ; AC = 7. Calcular la longitud de la 
bisectriz interior "BD". 


A)8 B)7 C)6 D5 E)4 


Resolución: 


+ Por el teorema del cálculo de la 
bisectriz interior: 


6 =AB-BC- AD - DC 
A Cc 


O 


»  Porel teorema de la bisectriz interior: E = E ; y del gráfico: m+n=7, 


resolviendo estas dos ecuaciones se obtiene: om=3 y on=4 


+ Reemplazando en Ox” =48 - (3)(4) 


E > Rpta. C 


Problema 8): Los lados de un triángulo ABC, tienen las siguientes longitudes: AB = 6 ; 
BC = 4 y AC= 5. Calcular la longitud de la bisectriz exterior "BD". 


A)8 B) 4130 C) 2465 D) 11 E) V126 


Resolución: 


Por el.teorema para calcular la 
bisectriz exterior: 


BD?= AD - CD - AB- BC 


- [a 


* Del gráfico: «0 
. Resolviendo O y O| m=15| y 


x= 
+  Reemplazando en Q É =(15) (10) -24 = NONE Rpta. E 


Problema 3] : El perímetro de un triángulo ABC es 42 m, y la bisectriz interior de "B" mide 
12 m y el lado AC mide 14 m. Calcular la distancia del incentro al vértice "B". 


A)6m B)7m C)8m D)9m E) 10 m. 


Resolución: 


+ Según datos: 


a+b+c=42 >  a+1l44+c=42 


> [za] 


+ Por el teorema del Incentro: 


Bl, cra 
er e 
e A 
12-x 14 12-x 


=> K=PD-DxX => NS Rpta. C 


Problema 10: En la figura, las longitudes AP y PB son proporcionales a 5 y 2 
respetivamente. Hallar *x”. 


A)2 B)3 


0)4 D)5 
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Resolución: 


ea [a 
| PB=xx | 


+ Del gráfico: "Q" es punto medio de BC 


> BQ=0C=a 


+  Porel Teorema de Menelao: 


> 


Ay 11 D) 14 
B) 12 E) 15 
C)13 


+ Sea PB=a 


= por dato: AP -PB=2 


. 
c > AB=2a+2=?2 0 


+ Según datos del problema: 


AQ _2 

A A =2 = = 

ac” 3 > Q=2K. ; OG=:3K 

BA _1 - 
=3 > BR=b ; RC=2b 


=L_ Matemática 4 O | 
+. Por el teorema de Ceva: 


a2k2B =(a+2)3KP4 => 


+ ReemplazandoO) enQ AB=2(6)+2  = 


BE = esbisectriz interior de B 
BF > es bisectriz exterior de B 
Si AE=3 ; EC=2 ; hallar *CF". 


A) 10 B)9 
C)8 D)7 
E)6 


»  Porelteorema de la bisectriz 


interior: 
c_ AE 
E o 
a EC 
» Por elteorema de la bisectriz 
exterior: 


+. DeOy0O (esta proporción nos indica que los puntos A, E, C y F 
forman una Cuaterna armónica) 


5+x 3 
os > 3x=10+2x = Rpia. A 


ps] 
D 
lu] 
= 
2 
8 
D 
a 
= 
| 
il 

| 


En todo triángulo en el que se ha trazado las bisectrices interior y exterior de un 
mismo vértice, en el lado opuesto se forma una cuaterna armónica. 


A, B, C y D forman una cuaterna armónica. 


| bisectriz : € “bisectriz | Ñ AB AD 
NA yes ) Seciape: = BC _ CD | (DEFINICIÓN) 


8D y también: ES É , 


- 
A . 


= — + = 
AC AB AD Í (RELACIÓN DE 
DESCARTES) 
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Problema 13 | En el triángulo ABC: AB=8m ; BC=12m ; IG//AC. Calcular “AC”. 
Si I: Incentro; G: Baricentro. 


A)7m B)8m 
C)9m D) 10m 
BD iim 


Resolución: 
* Como "J" es Incentro: 
= BF es bisectriz 


Como "G" es Baricentro 


= BM es mediana 


» Por el teorema 


del Baricentro: BG = 2GM, luego si > 


Bl _ AB+BC 
. P 1 [: <= 
or el teorema del Incentro 1 = > 


PROPIEDAD: 


Si en un triángulo, el segmento ue une el Incentro con el Bancentro es paralelo a un 
lado, la longitud de ese lado es igual a la semisuma de las longitudes de los otros 


2. e | 


6 
A 


SS 
/ 
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MAN 


ADS 


TALLER DE 
PROBLEMAS N* (26) 


Problema 3: Si LULIEGNENE, 
Hallar x + y + z. 


Problema 1 : En la figura mostrada: 
EF // AC, hallar “x". 


Resolución: 


Resolución: 


Problema 2 : Calcular el perímetro 
del triángulo ABC. 


Resolución: 


Resolución: 
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Problema 5 : En un triángulo ABC, 
AB = 10 ; BC = 18. La bisectriz interior 
BF determina en el lado AC dos segmen- 
tos que difieren 6. Hallar "AC*. 


Resolución: 


Problema 6 : Eneltrapecio ABCD, 
BC // AD // PQ, calcular *x”. 


Resolución: 


Problema 7 : Siendo "G” el baricentro 
del triángulo ABC y además FG // AC, 
hallar BF. - B 


7 


Resolución: 


Problema 8 : En la figura, calcular la 
distancia del Incentro "1" al vértice *B”. 


¿ASS 


kh 3 —H—— 4 ———A 
Resolución: 
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[EE semeJAnza DE TRIÁNGULOS 


te congruentes y sus lados homólogos proporcionales. Expresado en otros 
términos, son semejantes cuando tienen la misma forma pero diferente 


| Dos triángulos son semejantes cuando tienen sus ángulos, respectivamen- 
n E 
tamaño. 


¡ * Ángulos Homólogos.- Son parejas de ángulos que son congruentes, es 
decir que tienen igual medida. 


Ejemplo: (ZA, ZM), (4B, ZN), (4C, ZL). 


Í * Lados Homólogos.- Son parejas de lados que se oponen a ángulos 
homólogos. 


Ejemplo: (BC, NL), (AC, ML), (AB, MN). 


En la figura que vemos a continuación, segun la definición de semejanza: 


si [ mZA=mZM ¿| mzB=mZN 4] mZC=mZL | y 


si BC, AC y AB son proporcionales a NL, ML y MN 


es decir si: 


Entonces diremos que el A ABC— Á MNL. 


EL símbolo — se lee: "es semejante a". ] 


+ POS, PO 
SAS 
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Dos triangulos son semejantes si satisfacen las condiciones de cualquiera de los 
siguientes casos: 


Dos triángulos son semejantes si dos ángulos en el primer triángulo son 
congruentes a dos ángulos en el segundo triángulo. 


Si: mzZA=mZMy 
N mz2C=mxZP 
Entonces: 
> A ABC — ÁMNP 
p Ñ E Pq j a 


+ COROLARIOS: 
B 


En todo triángulo: 


SiEF/AC => AEBF — Á ABC 


En todo triángulo: 


Si AH y CF son alturas 
m ZBFH=m ZACB y 


m ZBHF = m ZBAC 


c Y Por consiguiente: A FBH —Á ABC 


En todo triángulo rectángulo: 


Si BH es altura relativa a la hipotenusa 


Ly 


Dos triángulos son semejantes cuando tienen dos lados proporcionales y los 
ángulos comprendidos congruentes. B 


y mZA=mZM 


A ABC — Á MNQ 
A 


Ejemplo: 
BC son proporcionales 
y es decir: 


En la siguiente figura se cumple que: C sol 
FH, e 


Osea: —-= 
a] t2 18 


B 
” F : 
> p 24 y ñ) mZ2B=mXZF=72" 
3 18 
' A CE H el] AABC—AEFH 


Dos triángulos son semejantes cuando tienen sus tres lados respectivamen- 
te proporcionales. 


AS IS 


RE 


AB y 

aEF 

AB _ BC . 6_24 
EF 


Ejemplo: | 


En la siguiente figura se cumple la relación: 


8 _12_16_k K = Razón de O sea: AB_BC _AC 
14* 291 "28 semejanza PQ OR PR 


es decir: AB, BC y AC son proporcionales a PQ, OR y PR respectivamente. 


-| A ABC — Á POR Q 


Ñ Observación: 


De estos tres casos de semejanza el que mas se utiliza es el 
primero (A-A). 


. 


[ 6.6.2 RECOMENDACIONES PARA RESOLVER UN PROBLEMA DE SEMEJANZA. 


12 Identificar a los triángulos semejantes, según los casos A-A, L-A-L ó L-L-L 


2% Identificar a los lados homólogos, alturas homólogas, etc. 


Recuerda que: 
- Ángulos homólogos, son los ángulos que tienen igual medida. 


- Lados homólogos, son aquellos que se oponen a los ángulos 
homólogos. 


3? Establecer una relación con los elementos homológos. En la relación deben 
intervenir los datos y la (s) incógnita (s). 


En la siguiente figura: m ZA = m ZP =78";, mZB=m ZQ= 50". Establecer 
la relación entre los elementos homólogos. 


Como los ángulos A y B del Á ABC son iguales a los ángulos P y Q del 
A PQN, entones estos triángulos son semejantes por el caso A-A. 


Las parejas de ángulos homólogos son tas siguientes: 
(ZA, ZP) ; (1B, 20) ; (4C, ZN) 


Las parejas de lados homólogos son las siguientes: 
(BC,QN) porque se oponen a los Z¿A y P 
(AC,PN) porque se oponen a los Z¿B y Q 
(AB,PQ) porque se oponen a los Z¿C y N 


Las parejas de alturas homólogas son las siguientes: 
(AE,PR) porque parten de los Z¿ homólogos A y P. 
(CD,NT) porque parten de tos Z¿homólogos C y N. 


La relación entre los elementos homólogos es la siguiente: 


BC_AC_AB_AE_CD _ 
ON PN PQ PR NT 


A OBSERVACIÓN IMPORTANTE: EN 


En los numeradores van los elementos (lados, alturas, etc) del 
primer triángulo y en los denominadores los respectivos ele- 
mentos PORNOS en el genundo AA 


SEMEJANZA DE POLÍGONOS 


Dos polígonos son semejantes si tienen sus ángulos correspondientes congruentes 
y sus lados homólogos proporcionales. 


Y E 
Si ZA=SZA'; ZB=ZB' ; ZC=ZC'; ZD=ZD'; ZE=ZE' 


y AB_BC_CD_DE_ AE 
AB BC CD DE AE 


X Dos poligonos semejantes se pueden descomponer en igual número de 
triángulos respectivamente semejantes. 


Así, si: 


Oabcoe — OABCDE 


entonces: B 
A ABC — Á ABC: 
AACD—AÁA'CD' 

A ADE — Á ADE 


2% Dos polígonos regulares de igual número de lados son semejantes. Así 
por ejemplo, dos cuadrados son semejantes, dos pentágonos regulares 
son semejantes, etc. 


E. E E A 


FC_ Matemática 
PROBLEMAS RESUELTOS TIPO !.B.M 
SOBRE SEMEJANZA DE TRIANGULOS 


Problema > En los triángulos semejantes que se muestran, la razón de semejanza 
es 2/5. Calcular x + y (x < 3). 


A)32 

B) 19,2 
0)21,2 
D)24,2 
E) 25,2 


Resolución: : 
UN Lados homólogos: 


AB_AC_BC_ 
" PQ PR OR 


Problema 2| En la figura hallar "EF" 


AJ2 B)4 
C)6 D)8 
E) 10 


Resolución: 


e Del gráfico vemos que: 


e 


y mZEBF=mZABC 


luego el A EBF - AABC 
por el casoL-A-L 


Observación: 


mZBFE=m ZBAC=a | 
'mZ BEF =mZBCA=9 | 


+ AEBF-AABC(L-A-L) 


Problema 3]: Calcular la altura "h" del A ABC, siEF // AC, EF=6;AC=8;EM=2 


D) 11 


+ AEBF-AABC(A-A) 


Aim E)2m 
C)2,5m D)3m 
E)1,5m 


Resolución: 
+  Sea"x" la longitud pedida 
e  ABNC-AMNL(A - A) 


BC — NQ Xx - 
A A 


ML NP 6 3 


Resolviendo: _x=2m| 


Problema 5 |: Enun A ABC: AB=16;BC= 32; AC=24, se traza EF // AC (E en AB 
y Fen BC) de modo que el perímetro del triángulo EBF es igual al perímetro del trapecio 
AEFC. Hallar "EF". 


A)18 B) 16 C)15 D) 14 E) 12 


Resolución: 


. 
e  EnelA ABC, por Thales: 
BE, BE _ BE_BF. 


> K 
16 32 6 
+ Según datos: Perímetro A EBF = Perímetro fx AEFC 
m K+2K+X=(16-K) ++ (32-2K)+24 o 
NE AB 
BE _ EF m7 A 
BA AC 
KZ 
>" a 


12 x 
62 Apta. A 


Resolución: 


- Sea[NC=x] =» 
Según datos: 

EP _ 8D 

3 4 


4BP = 3BD na =K 


+ ABPA-ADPN(A-A) 


BP _ AB 
" PD ND 
K 12 
mb K712=x map Rpta. D 


Problema _7| : El cateto48 del triángulo rectángulo ABC se divide en 8 partes congruen- 
tes. Por los puntos de división se trazan 7 segmentos paralelos al cateto AC, tal como se 
indica en la figura. Si: AC= 10 m, la suma de las longitudes de los 7 segmentos es: 


jY A) 33m B) 34 m 
C) 35 m D) 36 m 
E) 37 m E 
B A Qe 
Resolución: 
+ Debemos de calcular: 
X¡ HX2+ Xg +. +X7=7 
+  Porsemejanza de triángulos: 
ABP/Q)-ABAC m7) == 
X2 2K 


<ABP,Q,- ABAC mm == 
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Análogamente: 
3 4 5 6 7 
X3=-(10 X4 = (10 X5=-(10 = (10 Xx7 =- (10 
E 1 2 3 Y 
e Luego: Xy +Xo+-... +Xz = ¿ (10) + ¿ (10)+ ¿(10)+ EA + (10) 
= e (1924 0+ ce +7) 
Rpta.:C 
A)3 B) 4 
C)5 D)6 
E)7 


Resolución: 


+  ElA MBN, por tener sus tres ángulos 
iguales resulta ser equilátero: 


+ AAMB- ABNC(A-A) 
MB_ AM 

NC BN 

x 2 


8 x 


A 
: A 
my x2=16 En x=4| Rpta:B_ [- 2- 


nu 


Problema _1]: Si MN // AC, hallar x. 
BA 
a 


Resolución: 


Problema 2] : ABCD es un paralelo- 
gramo, hallar x, si BM = 2MD. 


¡e 


D 
Resolución: 


TALLER DE 


PROBLEMAS N? 


Problema -3): Calcular la 'onailid del 
lado de rombo ABCD. 


Resolución: 


Problema 4|: ABCD es un cuadrado, 


hallar x. e 


Resolución: 


Problema 5| : Un triángulo cuyos la- 
dos miden 3; 4 y 5 metros es semejante 
a otro thángulo mayor de perímetro 60 
metros. El mayor lado de este triángulo 
mide: 


3% C 
Resolución: e 
Resolución: 


Apta. 


Problema 8 |: Bi es mediana, hallar 
“AC”. B 


Resolución: A 
Resolución: 


TI PET A 


o A e: de 


PROBLEMAS DE REFORZAMIENTO SOBRE PROPORCIONALIDAD Y 
SEMEJANZA DE TRIÁNGULOS 


A NIVEL 1 A Problema (4) Hallar x. 


Problema (1): Si? / mM // ñ, hallar e 


A)5 
B)6 
c)7 
D)8 
E)9 


Problema e): En el triángulo ABC, 
PQ // AC, hallar “x”. 


A)1 B)2 C)3 
D) 4 E)5 


Problema E): Hallar x. 


A)8 B)9 C)7 


je emmm rcozcios se 35 
A)10 B) 20 C)30 
D) 40 E) 50 


Problema 6 : En un triángulo ABC la 
bisectriz interior del ángulo A detemima so- 
bre el lado opuesto dos segmentos que mi- 
den 3 y 5 cm. Si AB= 10 cm, Calcular AC. 


A) 2cm 
D)5 cm 


B) 3 cm 
E) 6 cm 


C)4cm 


Problema (6): Si L¿//L, //Lz, hallar x. 


A)2 
B)3 
C)4 
D)5 
E)6 


Á 


AS 


A)7,5 B)6,5 C)55 D)45 E)8,5 


Problema (8): Siendo p// q // t// s, 
indicar el valor de x + y 


A)21,5 
B) 24,5 
C) 23,0 
D)22,5 
E)N.A. 


a ABCD es un paralelo-gra- 


mo donde BF = 3AF y AD =6. Hallar “EC”. 
E 
A E B 
D Cc 
A) 18 B) 21 C) 24 
D) 30 E) 36 


Problema (10) : Hallar" 


A 


B" a 


Problema 6) : Si el triángulo ABC es 
ario 


equilátero , hal 


A)11 B)8 c)9 
D) 10 E) 12 


Problema (12) : Enla figura: AD // BE // 


CF, si AB = 3BC y DF = 12, hallar EF 
A D 


Cc F 


A)1 B)2 63 
D)4 E)5 


Problema (3): En un triángulo ABC, se 
traza la bisectriz BE Si: AB=20;BC=25; 
BE =20, hallar “AC” 


A)15 
D)35 


B) 20 
E) 40 


C)30 


Problema (14) : En la figura: 
MN //PQ // AC; Hallar x. 


ES 


«5 


o DA A e E E 


=> . 
ZT Hat 7 


mp 


Problema (15) : En la figura MN // AC Problema Ga): En el triángulo rectán- 


Hallar“x” si el perímetro del trapecio AMNC | gulo ABC (m 4 B = 907), AB=6, BC =8. 
esigual al perímetro del triángulo MBN Se traza la BH altura y la bisectriz AD que 
se cortan en “E” Calcular “BE” 


A)2 B)3 C)4 
D) 32 E) 2/2 
Problema (DE Siendo E, Ml Ea Il ty: 


hallar “x”. 
L, 
A)13 B)17 C) 19 K+2 x 
D) 21 E)27 8 
Problema Ge): Hallar “x” K-2 K+1 r 
A)11 B)12 0)12 
D) 14 E) 15 


Problema : SiEF // AB. Hallar EF. 


A)5 B)6 C)7 
D)8 E)9 


Problema (47): Si, NT// GF // AC los 
valores de a y b son: 


Ay12 B) 13 C)14 
D) 15 E) 10 


Clave*de Respaébías. 


A)50y25  B)45y15  C)40y20 
D)40y30  E)30y20 
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Problema O) : Las bases de un trape- 
cio miden 6 cm y 8 cm y la altura mide 2 
cm. Calcular la altura del mayor triángu- 
lo que se forma al prolongar los lados no 
paralelos. 


A)6 cm B) 7 cm C) 8 cm 
D) 9 cm E) 10 cm 
Problema 0) : El perimetro de un trián- 


gulo es 32 cm. Una bisectriz interior deter- 
mina sobre el lado opuesto dos segmen- 
tos de 3 y 5 centímetros. ¿Cuánto mide el 
mayor lado del triángulo? 


A)9cm 
D) 17 cm 


B) 8 cm 
E) N.A. 


C) 15 cm 


Problema E): Los lados de un triángulo 
ABC miden BC = 6, CA = 8, AB = 4 res- 
pectivamente. Por un punto M de AB se 
traza la paralela MN al lado BC . Hallar la 
longitud de AM de modo que el perímetro 
del triángulo MAN sea igual al perímetro del 
trapecio BMNC. 


A)1 
D)4 


B)2 
E)5 


C0)3 


Problema O: Calcular una de las altu- 
ras iguales de un triángulo isóceles cuyos 
lados congruentes miden 13 m. cada uno 
y la base 10 m. 


Pas em C)8 
3 12 dd 
D)9m E)7m 


Manel Coveñas NHaquiche ES 


Problema : Enla figura PQ // AB, 
PQ=5 m, AB = 10 m. Si se cumple que : 
PB + QA = 60 m. Calcular el perímetro de 
la región sombreada. 


Q 


H 
P 
A 
A)20 m B) 35 m C)15 m 
D) 25 m E) 30 m 


Problema (6): En un triángulo isósceles 
ABC: AB=BC=10; AC =5. Se traza MN 
// AC (Men AB y NenBC ) de tal manera 
que MN = NC -BN. Hallar “NC”. 


A)3 
D)6 


B)4 
E)7 


C)5 


Problema O : En un trapecio PQRT, 
| (QR // PT ) se toma “M” en PQ y “N” en 
X BT de tal manera que MN es paralela a 

las bases y MQ / MP = 5/7. Calcular MN si 

QR = 18, PT = 30. 


A)13 
D)23 


B) 15 
E) 27 


C)20 


Problema (8) : En un triángulo ABC, 

AB=3m:;BC=6 m, AC=5 m ¿Cuántos 
metros debe medir la paralela MN al lado 
AC para que el perímetro del tiángulo BMN 
sea igual al perímetro del trapecio AMNC? 


a ES e 
Vs 9 13 
D) 4 E)3 


A E e e E 


Problema (9 : En un triángulo isóceles 
ABC: AB = AC =7 ; BC = 13 Se traza las 
cevianas AF, BH y CG concurrentes de ma- 
nera que: AG=5; AH=3. Calcular FC - FB 


A) B)2 c)3 
D)7 E)8 


Problema (10) : Er un triángulo ABC: 
AB+BC=10;BC - AC =1; 

AB +AC+BC= 15. 

La bisectriz del ángulo “B” determina sobre 
AC dos segmentos cuyas medidas son: 


A)2y3 
D)1y4 


B)3y4 
E)1y3 


C)5y2 


Problema (1) : Enun triángulo ABC : 
AB = 8 cm, BC = 10 cm; AC = 12 cm por 
un punto M de AC que está a 3cm de C, 
se traza MN // AB (N en BC ). Hallar MN. 


A) 1 cm B) 2 cm C) 3 cm 
D) 4cm E) 5 cm 
Problema (12): Siendo*G"elbaricentro del 


triángulo ABC, Calcular x e y, si HM /AC 


A)3y6 
D)5 y 4 


B)2y9 
E)3y9 


C)6y4 


Problema (3) : En el trapecio ABCD, 
BC 


2 
5 ; SIAQ+QD = 45 


AD 
Hallar BQ + CO. 
B [e 
Á D 
A)16 B) 18 C)20 
D) 22 E) 24 


Problema (12) : Enel rectángulo ABCD, 
AH=7; HP =2;BH=3, hallar “HO”. 


Bl A Hi 

E 

a Xx 

7) a 

| a 

A D 
A)í1 B) 12 C)13 
D) 14 E) 15 
Problema : Siendo £, // 27 Ml éz, 


hallar el menor valor de “AC” 


D) 16 E) 18 


Problema (16) : SIPQ// AC 


PQ BQ 
y AC = 5: hallar Qc 
B 
P Q 

A c 
A)2/3 B) 3/4 c)1/2 
D) 1/5 E) 2/5 
Problema (17) : En elromboide ABCD: 


AB=6;AD=16; HF =8, Hallar PQ. 


B 1d Cc 
F 
H 
A Q D 
A)2 B)3 C)4 
D)5 E)6 


Problema (18) : Enla figura AB //CD // 
EF. Calcular DF - BD 


Ce 


Problema (9): ¿Cuál es la altura de una 
torre cuya sombra mide 144 m, cuando un 
poste de 5 m. proyecta una sombra de 
12m? 


A)60m 
D) 75m 


B) 30 m 
E)NA. 


0) 45 m 


Problema (20) : Calcular x. 


[ 
l h 


C)4 


AJ2 B)3 
D)5 E)1 


: E 1 AE ES > IE. GDA 80 7 A 


; MÍ PROYECCIÓN ORTOGONAL | 
> 


Proyección Ortogonal de un Punto | 


? +  LaProyección Ortogonal de un punto sobre una recta es el pie de la perpendi- 
; cular trazado del punto a dicha recta ( Ver Fig. 1) 
+  LaProyección Ortogonal de un punto sobre un plano es el pie de la perpendi- 
cular trazado del punto a dicho plano (Ver Fig. 2) 


Fig. 1 Fig. 2 
y A [5] 
? ? 
Ú 1 
j > 3 
1 1 
1 
| Pie fa 1 
, 
¡ j L 
| A za 
d ¿El punto A no pertenece a la recta 
í | ES. El punto B no pertenece al plano P 
-  Aesel punto proyectado - Beselpunto proyectado 


-  Lesflarecta de proyección -  Pesel plano de proyección 


A' es la proyección ortogonal B' es la proyección ortogonal 
? de A sobre la recta "L”. de B sobre el plano P 


| 
| 
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(12) Proyección Ortogonal de un Segmento _| 


La Proyección Ortogonal de un segmento sobre una recta: 


+  Esun punto si el segmento es perpendicular a la recta (Fig. 3). 

- Es un segmento congruente al segmento dado, si éste es paralelo a la recta 
(Fig. 4). 

« Es un segmento de menor longitud al segmento dado, si éste es oblicuo a la 
recta (Fig 5). 


AB CDE : 


Fig. 3 Fig. 4 


> 
[6] 
ls 
r 


O 
o 


AA 
m 


Fig. 5 


7 


E F G' H 


En to sucesivo diremos solamente “proyección”, en lugar de 


“proyección ortogonal”. 


2 


| 
' 
pl 
| 
| | EF esla proyección ortogonal GH es la proyección ortogonal | | 
de EF sobre £ de GH sobre L | 


a popa 


PR al 


VA 


en as) 


En el triángulo Acutánqulo: 


PROYECCIÓN PROYECCIÓN DE 


DEAB_ BC SOBRE AC 
SOBRE “AC 


PROYECCIÓN DE BU SOBRE AC 
o_o _KAKÁ 


PROYECCIÓN DE AB SOBRE “AC 


A 


Conclusjones: 


Elementos de un triángulo rectángulo 


DL rn ALARTE e TE A E a 


: son las longitudes de los catetos BC y AC 

: es la longitud de la hipotenusa AB 

: esla altura relativa a la hipotenusa 

: esla longitud de la proyección del cateto BC sobre la hipotenusa, 
o simplemente proyección del cateto "a" sobre la hipotenusa 

: esla longitud de la proyección del cateto AC sobre la hipotenusa, 
o simplemente proyección del cateto "b" sobre la hipotenusa 


Por razones de comodidad, a veces cuando decimos "cateto” nos referi- 
mos al lado que forma el ángulo recto o a su longitud, según sea el caso. 
Lo mismo sucederá con los términos “hipotentsa”, “proyección”, etc. 


_—_ > — —————Áúáí o 


CES 


Principales teoremas sobre relaciones métricas en el 


MO PRAT PTS Bo TEATRO TA a 0 Fra A, ió 


igual al producto de su proyección por la hipotenusa. 


En la figura, se cumpe que: 


O ExBHC - DxABC O Primer caso de semejanza A-A 


a .7> 
a Cc 


e EscHa - DaBC O Primer caso de semejanza A-A 


1 [e 
”b 57 


En todo triángulo rectángulo la suma de los cuadrados de los catetos es 
igual al cuadrado de la hipotenusa. 


Cc 
b 
AS 
B H A 
A 


O Teorema1 
bó=nc  ..(B) 


2 +b?=mc+ ne € Sumando miembro a miembro 
a? + b? = (m + nc a y B y tactorizando "c”. 
Prbó=cc 


6.9.3 COROLARIOS 


pe IRE O EEES 


0 La hipotenusa es igual a la raíz cuadra- 
da de la suma de los cuadrados de los 
catetos. 


Un cateto es igual a la raíz cuadrada de 
la diferencia del cuadrado de la hipote- 
nusa y el cuadrado del otro cateto. 


En todo triángulo rectángulo el cuadrado de la altura relativa 
a la hipotenusa es igua al producto de las proyecciones de 
los catetos sobre la misma 


O LlxheHc — Do CHA 


Vi m_h 
h n 


En todo triángulo rectángulo el producto de catetos es igual 


al producto de la hipotenusa por su altura relativa. 


ye pei do ts o e ds al e e] r 


Teorema 1 


Multiplicando miembro 
a miembro (a ) y (B) 


teorema 3 
Reemplazando el paso 


3 en el paso 2 y simpli- 
ficando. 


En todo triángulo rectángulo la suma de las inversas de 
los cuadrados de los catetos es igual al cuadrado de la 
inversa de la altura relativa a la hipotenusa. 


EJEMPLOS DE APLICACIÓN 


Ejemplo O: Hallar *x”. 
Resolución: 


»  Porelteoremal: 


10 =RARY Arta. 
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Ejemplo O: Calcular *h”. 

Resolución: 

+  Porel teorema 3 : 


h? = (2) (8) 


E2 HH — 8 ——A e 


Ejemplo 6): Calcular "x”. 


Resolución: 
+ Según el teorema 1 : 
Ds ABC: A= 05 => no 


Is CHA: n? = 4x 


Todo triángulo Pitagórico tiene sus lados expresados por números enteros 
positivos. Dichos lados tienen la siguiente forma: 


Siendo: “m" y "n" números positivos. 


Además: m>n 


(mé - n%) 


S 


i elegimos valores para "m" y "n” (números primos enteros en- 
. tre sí) tal que (m + n) resulte un número impar, se obtienen trián- 
A É? gulos Pitagóricos cuyas medidas de sus lados también son nú- 
se el meros primos entre si. Ñ 

e Pu 


A. 
2 


A A 


s-2-=21 


Thiada: 20, 21 y 29 | Triada: 48, 55 y 73 


Cuando los valores de *m" y "n* (no son primos entre sí) o cuya suma de 
“m” y "n* sea un número par, se obtienen triángulos Pitagóricos cuyas 
medidas de sus lados está expresada por números que tienen un divisor 
común. n 


a?- 22-12 


Triada: 12, 16 y 20 Tnada: 40, 42 y 58 


entonces se cumplirá: m= 


Cuando: k = 5 


E 


Si multiplicamos cada térmi- 

no que conforman una triada 

por una constante "k” (sien- 

do: k> 2) los nuevos térmi- —: 

nos que se obtengan también 

conformarán una triada 
Pitagórica. 


Al. da 


EJERCICIOS DE APLICACIÓN 


Aplicando triadas hallar los lados desconocidos: 


DS e O e E A E E, o o ET E E 


o E 0 ES 


Como se observará se 
han duplicado (multi- 
plicado por 2) a cada 
elemento de la prime- 
ra triada (ver cuadro), 
donde "x” toma el va- 
lor de 10. 


Se han duplicado los 
elementos de la segun- 
da triada (ver cuadro), 
donde "x" toma el valor 
de 10. 


Se han triplicado los 
elementos de la prime- 
ra triada (ver cuadro), 
donde 'x” toma el valor 
de 9. 


TÁ 
ON 


SSI 


Ejercicio 3: 
+  Indicarta proyección de HC sobre BC 
B 


Ejercicio 1: 
e Indicar la proyección de AB sobre BC 


A de AB sobre BC 
ÉS // Rpta. 


+ Indicar la proyección de BC sobre AC 


as 


Ejercicio 2 : E ps 
+ Indicar la proyección de AL sobre AF 


E 
A F 


*  Indicarla proyección de BC sobre AC 


B 
A 


Proyección de 
HC sobre BC 


// Rpta. 


Cc 


A H 


* Indicar la proyección de AH sobre AB 
B 


Ejercicio 4 : Aplicando triadas pita- 
góricas hallar *x" en cada triángulo rec- 
tángulo. 


Resolución: 


EY 


24 
Resolución: 


Resolución: 


10 


P. ———_ 


TE MHaimátca E 757 AAA 


en la figu- 


Ejercicio 5 : Calcular "x" e a 7 : El valor de "x 


bo ——_——— 
Resolución: Resolución: 


la 8 : Hallar “x". 


e 
H———— 25 A ye PNL 


Resolución: Resolución: 
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Problema 3] La diagonal de un cuadrado es de 1242 m. Hallar su perímetro. 


A) 48 m B) 36 m C) 24 m D) 40 m E) 50 m 


Resolución: 


+ Sea el cuadrado ABCD, cuyas longitudes de 
sus lados es "£" 


+ Enelly ABD, aplicamos el teorema de 
pitágoras: 


e 
BD?=AD?+AB? => (1242) O 


2 
> (127 (V2)=2£  = 144-2=2 


=> Y144=1£ e 


Luego: Perímetro O ABCD = (sumas de sus 4 lados) 
=4l 
= 4(12) = 48 m. 


, SANOS 
AR 


Problema 2): La base de un rectángulo es el triple de su altura, Si su diagonal mide 
9/10 m ¿Cuál es su perímetro?. 


A) 60 m B) 72m C) 30 m D) 96 m E) 100 m 
Resolución: 


+ Sean: altura del [—] ABCD = x 
base del [_] ABCD = 3x 


EC Matemática E 2 
+ EnelLx ABD: Por el teorema de pitágoras: 
2 
BO=BA+AD? => (Y2) =x+(3x 
81,40) = 10% 


Luego: Perímetro [_]ABCD = 2b + 2h = 2-(b + h) = 2-(3x + x) = 8x 


= 8(9) =72 m. 


Problema 31 Un cateto de un triángulo rectángulo isósceles es de 8 m. Hallar la longitud 
de la hipotenusa. 


A)8m B)9m c)8/3m  D)8/2m  E)9/2m 


Resolución: 
»  Porel teorema de pitágoras: 
AE. > tr £=8 an 


a A x = (26? =42[de?) 
S 


NN 
y o 
EOS 
Problema 4; Hallar la altura de un triángulo equilátero de 30 m de lado. 
A) 10m B) 15m c)1i0/3m  D)12m E) 15/3 m 
Resolución: B 


. Enel h BHC; aplicamos el teorema 
de pitágoras: 


BC?=-BH?+HC? > (30) =H + (15) 
(30 - (15) = ? 


(30 + 15) (30 - 15) = h? 


—=— 
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43 (15)? =p? Triángulo equiáteros aquel triángulo cu- 
yas longitudes de esca son deis 
3. (15 =h -Gada uno de 'sus mo: : h 


* La altura del triángulo mide 15 /3m > 


Problema Al: Hallar las dimensiones de un rectángulo, cuya diagonal mide 3/58 m. 
y su altura mide los 3/7 de lo que mide la base. 


A)8y 15 B) 13 y 24 C)9 y 21 D) 15 y 20 E) 8 y 23 
Resolución: 
»  Delenunciado: h= Sh .. 0 


+ Enel BAD, aplicamos 
el teorema de Pitágoras: 


BD? = BA? + AD? 
=> (8458) =+.b.  .0 


Reemplazamos: O en OY) 
A 9% > 
3458) =[ lb] +0? =  9a58)=%+b 
(458) =(5») 00 
2 2 
Las dimensiones del Rectángulo son: 9158): 4 p > 149 495b 


base: b=21m J9.49=b > 3-7=b 


altura: h=3pb=3 (21m) = 9m 7 
7 7 7 


E O 
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Problema 5H En un rectángulo ABCD se considera un punto interior "E", cumpliéndose: 
EA = 4; EC = 10; EB = 8. Hallar. ED 


A) 2413 B)5 0)6 D) 2/10 E) 2415 


Resolución: 


. En eh ERC: Por el teorema de Pitágoras: 


br d= 10 ..e 


Sumamos miembro a miembro O y Y) 
drid = 474 10 =16 + 100 >| Libro d=116 | .0 
+ EnellhBPE: Por el teorema de Pitágoras: b?+c?=8? ..O 


+ EnellERD: Por el teorema de Pitágoras: a2+ d2=x2  ..0 


Sumamos miembro a miembro O) y (O) mn 2) 


Igualamos las ecuaciones O y €) 
8+É=116 => 6+é=116 => x=52=4(13) 


x=/4(13) =2/13 => x=2/13  -. | ED=24/13 


AAA = ARA 
A ISA 


» k » e » a xy a s ñ 
NS segmento EN es iguala 24/13. Rpta. A 


Propiedad: 


Para todo punto interior o exterior de un rec- pg 
tángulo, la suma de los cuadrados de las dis- 
tancias a 2 vértices opuesto es igual a la suma 
de los cuadrados de las distancias de este 


mismo punto a los otros dos vértices. 


AE? + EC? = BE? 4 ED? 
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Problema 6] En la figura, "P" es un punto interior cualquiera del triángulo ABC. Hallar x. 


Resolución: 


+ Debemos de formar triángu- 
los rectángulos para aplicar 
las propiedades conocidas 


+  Porel teorema de Pitágoras: IX PEA : m2343?=2? 


IO PPB : n? + 4? =p? 


IxpPHO : 446?=0? 
Y MAM: E E NA 1 
IX PHA : x2+B=a? 
IS PEB : m24 22 =p? 
DAFES : n.d 


Y MAM: E A 2 


+  Igualando los primeros miembros de [] y [l” 
AR 
NN 
>| 32+4+6= 42245? > x*Xx=2 > Rpta. € 
(Propiedad) > 


Propiedad: 


Entodo triángulo, si*P" es un punto interior cual- 
quiera desde el cual se han trazado perpendi- 
culares hacia los lados, se cumple lo siguiente: 


Prbtrtozmosr ns 


a 
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FET] RELACIONES MÉTRICAS EN EL TRIÁNGULO OBLICUÁNGULO 


A Introducción l 


Debemos recordar que el triángulo oblicuángulo es aquel que no tiene ningún ángu- 
lo interior recto. O sea un triángulo oblicuángulo o bien es triángulo acutángulo o 
bien es triángulo obtusángulo. 


A A] 


Se aplican las siguientes propiedades: 


pa y 


mb 


12 Propiedad | En todo tmángulo oblicuángulo, el cuadrado de un lado 
que se opone a un ángulo agudo siempre es menor que 
la suma de los cuadrados de los otros dos. 


a<90? e | Aca p? 


menor = menor 


y 


2% Propiedad ; En todo triángulo oblicuángulo, el cuadrado de un lado 
que se opone a un ángulo obtuso siempre es mayor que 
la suma de los cuadrado de los otros dos. 


a>907 e c>a+b? 


b mayor => mayor 


2) 


Ejemplo O: Los lados de un triángulo MNP miden MN = 5, NP = 7 ; MP = 8. ¿El 
triángulo es acutángulo u obtusángulo?. 


.. N 
Resolución: 


+ Según las propiedades anteriores: 7 


Como: 77 < 548? = 
M 


Hanact Coveñas le 8 


+ Como los pe midi internos son agudos (menores que 90”) entonces: 
NS AM SO 


Ejemplo O: Los lados de un triángulo ABC miden: AB = 2, BC =3, y AC=4. ¿El trián- 
gulo es acutángulo u obtusángulo?. 


Resolución: 
+  Aplicamos las propiedades anteriores: 
29 3 


A Cc 
5 2 2 Aa 
2 <3+4 => AO 


. Comoenel Al ABC, Ba > 90", 


1% Teorema de Euclides 
En todo triángulo, el cuadrado de un lado que se opone a un ángulo agudo 
es igual a la suma de los cuadrados de B 


los otros dos menos el doble producto 
de uno de ellos por la proyección del 
otro sobre aquel. 


[aca]. [meros] 


En el Is BHC: 


BH=a?-m?  ....1 


HA=b-m 
En els BHA: 


BH? = c? - HA? 
BH?=C? - (b-mY  ....(M) 


Sustracción de segmentos. 


Teorema de Pitágoras y 
reemplazando lo afirmado en 
el paso n* 2. 


c? - (b - m)? =a? - m? Igualando los segundos 
miembros de (1) y (11) y 
¡ c? - (b? - 20m + A =2 Á simplificando. 
Ú 
| | Entodotriángulo, el cuadrado del lado que se opone a un ángulo obtuso es 
| | — igual a la suma de los cuadrados de los otros dos más el doble producto de 


Ñ 3 uno de ellos por la proyección del otro sobre aquel. 
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Ejemplo (3) : Loslados de un Á ABC miden AB =5, BC=4, AC=2 
Calcular: dl -. 
a) La proyección de BC sobre AB 
b) La proyección de AC sobre AB 
c) La proyección de BC sobre AC 
d) La proyección de AB sobre AC 
e) La proyección de AC sobre BC 


Resolución: 


- Según las longitudes de los lados se verifican que AB? > BC? + AC? luego 


el Á ABC es obtuso en C (y > 907) 
a) + Sea”x" la proyección de BC sobre AB 
z e, +  Porel primer teorema de Euclides 
ñ 3 
2-4 +5 -25)x > SNS Rpta. 
-—» a 
> 


37 EN 
AH=5- =5-— E . 
> 5-x => AH=5 20 => SS Rpta 
c) *.  Porelsegundo Teorema de Euclides: 
*-2+44+2(2)x > RÉR Apta. 
AO 
> 
A É 
klk 2 —t— x —A 
AA 
Proyección de BC 
sobre AC 
Proyección de AB sobre AC 


d) Del gráfico anterior: AQ = Proyección de AB sobre AC 
N 
=>  AQ=2+x=2+5 > AQ Rpta. 
4 Ñ ' 


la 


¿ Teorema 3 j Teorema de la Mediana 


mediana es igual al doble del cuadrado de la mediana más la mitad del 
cuadrado del lado donde cae la mediaria. 


Cc 


Asi en la figura: 


"m,* es la mediana relativa al lado "c” 


Entonces: 


i 

| 

En todo triángulo la suma de los cuadrados de los lados laterales a una 
h eS 
Le 


Ejemplo (4) :  Loslados de un triángulo miden 9; 10 y 13 metros. Calcular la lorigitud de la 
mediana relativa al lado medio. 


hesalalón +  Sea"x” la longitud de la mediaria pedi- 


da. 


B : 
| fado mayor | 
E Entonces por el teorema de la media- 
na: 
2 
*r12=D + Ss 
A 6 > 81+169=2É + 50 


200 =2x? ÓN X= 10m] Rpta. 
! lado medio 


El lado medio en un triángulo escaleno es el lado que no es ni el menor ni el mayor | 


Ejemplo O: Los lados de un triángulo miden 13, 14 y 15 metros. Calcular la altura 
relativa al lado medio. 


Resolución: 
Sea ABC el triángulo y “h” la altura pedida. 


Del gráfico vemos que para calcular *h" nos 
hace falta conocer "m”. 


Luego por Euclides en el Á ABC: 


13 = 14? + 15? - 2 (14) m 
> 


e Enel h enc, por el teorema de Pitágoras: 


+ m?= 15 


> MR. a R a] Rpta. 


Ejemplo 16) : En un triángulo ABC: AB = 4, BC = 6, AC = 5. Calcular la progresión de la 
mediana BM sobre AC. 


Resolución: 
» Según las longitudes de los lados deducimos que el Á ABC es acutárigulo 
B e  Erila figura "x” es la proyección pedida. 


Por Euclides, en el A ABC: 


4 8 AB? = BC? + AC? - 2AC-HC 
> 4=6'+5 +2(5) (+5) 
O E 10 [x+5)=36+25-16 
HF x —9 2 


[2% E 4 10x + 25 = 45 


2 Apta. 


NOTA: De este problema se deduce la siguiente propiedad: 


ci ci oi ic il Dc AE 


[ Propiedad: | (Teorema de la proyección de la mediana) 


En todo triángulo, se cumple lo siguiente: 


Six" esla proyecciór 


de la mediaria CM, 
ertorices: 


Ejemplo (Y: En!lafigura, BM y CN son medianas, BP es altura. Calcular el perímetro del 
triárgulo MNP. 


+ Sea: 2P,yyp = Perímetro del Á MNP 


> | 2Pyp=MN+NP+PM=2 | ..0 


B 
+ Enel Á ABC; por el teorema de los pur- 
tos medios: 
BC 
+ Enel A BPA, por el teorema de la media- 
A P M [e] 
HA A 


Resolución: 


na que cae en la hipotenusa: 


» Finalmente en el A ABC, vemos que PM es la proyección de la mediana BM sobre 
AC. Entonces por el teorema de la proyección de la mediana: 


2 2 2 2 
2AC 2(5) 
Reemplazando 9,0 y O en O NASEN Rpta. 
INN | 


Ejemplo O: Er un triángulo ABC: AB = 9, BC = 10, AC= 13, calcular la proyección de la 
mediaria AM sobre AC. 


Resolución: 
ES Sea "x" la proyección pedida. 


+ Primero calculamos la mediana AM. 
En el Á ABC, por el teorema de la mediana: 
2 
Rento 1 [amoo] 
o _AM=10 | 
* Ahora en el Á AMC, aplicamos el 1% Teorema de Euclides: 


5? = 10? + 13? - 2 (13)x o - 1. 4,2 


Problema [1] : De los siguientes trián- 
gulos indicar los ángulos que son obtu- 
SOS. B 


Resolución: 


Problema [2]: En un triángulo ABC: 
AB = 3; BC = 5, AC = 6. Calcular la pro- 
yección de AB sobre AC. 


Resolución: 
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Problema HE] : Los lados de un trián- 
gulo miden 4; 5 y 8 metros. ¿Cuánto 
mide la proyección del lado mayor so- 
bre el lado medio? 


Resolución: 


Problema [4]: Calcular: x 
B 


Resolución: 


Problema [5]: Los lados de un trián- 
gulo miden 4; 5 y 6 metros. Calcular la 
mediana relativa al lado menor. 


Resolución: 


Problema [6] : En un triángulo PQR: 
PQ = 13cm, OR =5 cm, PR = 16cm. 
Calcular la proyección de la mediana 
QM sobre PR 


Resolución: 


Problema 54] : En el triángulo ABC 
Calcular la altura “h” a ' 


Resolución: 


Pro : En el triángulo ABC, 
BM es mediana. Hallar “x” 


Problema 


Resolución: 


Hipotenusa 
2 

Í Hipotenusa 

Ñ 2 


* Cateto opuesto a 30” = 


* Cateto opuesto a 60” = 


9 > 
e Los catetos son iguales 


e Hipotenusa = cateto x V2 


Hipotenusa 
eCateto= “pj 


e Altura relativa a 


la hipotenusa = Hipaleatión, 


relación de 3; 4 y 5 
Es decir: 


9 
la relación de 7; 24 y 25 


osea 


F ES NOTABLE DE 8” Y 82” (Relación Aproximada) 
e El cateto opuesto a 8” es un k | 82 5Y2 K 
séptimo del otro cateto 
82 
TK 
G NOTABLE DE 53"/2 (Relación Aproximada] 


+ El cateto opuesto a 53%/2 (6 Y 5 K 
26*30') es la mitad del otro K 
cateto. 
2K 


H Ly NOTABLEDE 377/2(Relación Aproximada 


El cateto opuesto a 37%/2 (Ó 
18930") es la y tercera parte 
del otro cateto. 


K 


3K 


SS 
- 


H—— 2 +1Kk —— 


22 


EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE 
TRIANGULOS RECTANGULOS NOTABLES 


Ejercicio $: Hallar los lados desconocidos en cada uno de los siguientes triángu- 
los: 


Resolución: 


a)  Lalongitud de la hipotenusa es igual a la longitud de uno de los catetos multipli- 


8Já =x 3 Ed [x=8 | 


» Como el A es isósceles dos de sus lados son de igual longitud; x = y = 8 


cado por Y2 , Osea: 


b) La hipotenusa (y) es igual al cateto (10) multiplicado por Ya ; Osea: 


- y= 1042 además: 


L Cc) La longitud del cateto que se opone el ángulo de 30", es igual a la mitad de la 
i longitud de la hipotenusa. 


z ye] 
5 =— nd 
, +7 


y la longitud del cateto que se opone al ángulo de 60%, es igual a la longitud del 


A E E 


cateto que se opone al ángulo de 30%, por Y3 h 


ISA 


A fa 
XG6 SOS, 


a 
nú 


Osea: 54= yV3 + 


AMBER SEN 


Ejercicio é : Una persona observa la aparte superior de un árbol con un ángulo de 
60*. Al retroceder 40 m. el ángulo de elevación es de 30". Hallar la distancia a la que se 
encuentra actualmente del árbol. 


Resolución: 


Enel / ACB: Sea: AC =x 
AB=2AC we AB=2x ......(1) 
En el AA'BA: Z Por exterior: 


ZBAC = ZBRA'A + ZA'BA 


60 = 30% + 2 A'BA 


Como se observará el A A'BA, resulta ser isósceles, siendo: 
NA=AB=40m  ...... (2) 
Luego igualamos (1) y (2): 2x =40 m. 


Rpta. 


Ejercicio 9: Calcular el radio de una circunferencia inscrita en un sector circular de 
60* y de radio igual a 12 m. 


Resolución: 


En ellxOMP: OM= =Tf 


Po=20m + [Poza] 


De la figura: PE=PF=PQ=12m. 


Además: PO +0Q = PQ 
2r+r=12 mm» 3r=12 


SR 


Ejercicio : En un triángulo rectán- 
gulo ABC, recto en B, se traza la bisectriz 
del ángulo recto la cual intercepta a a la 
hipotenusa AC en “D”. Hallar “BD” si 
mZA=75" y AC = 36 m 


Resolución: 


A —BRN 


Resolución: 


TALE 
SS L SS 


ERCICI OS NEL 5 S 


Ejercicio : La hipotenusa de un 
triángulo rectángulo mide “a”. Hallar la 
longitud de la bisectriz del ángulo recto 
si uno de los ángulos mide 15”. Dar la 
respuesta en términos de “a” 


Resolución: 


Ejercicio! 4) : En la siguiente figura cal- 
cular “x” 


cÁ 18930" 


hr == 
Resolución: 


Resolución: 


Ejercicio [8] : El A ABC es equilátero, | Ejercicio [8]: Calcular el perímetro 
calcular x del triángulo rectángulo ABC 


Resolución: Resolución: 


sas a] 
£. ; > > 


Ñ 


ÚS En el triángulo rectángulo que aparece, 
el perímetro es: 


x+8 Xx 
A) 18 B) 27 C) 21 
D) 36 E) 30 
a x+7 
Resolución: 


é El perímetro del triángulo rectángulo es: Perímetro =X+x+74x48 


¡Paine ¿le +15) 4 


é Vemos que nos falta calcular el valor de “x” 


Por el teorema de Pitágoras. 


x+8 x (+ 79 + = (u + 8)? 
x2 + 14x + 494 => + 16x + 64 
x4+7 x-2x-15=0 


(x - 5) (x+3)=0 


Recuerda Que: 


x-5=0 Ó x+3=0 


PRAT =A? +2AB+B" .- (2) o 
que es negativo) 


(AB) =A% -2AB+B*. B)? =A? -2AB+B* 


(2) El segmento perpendicular a un diámetro desde un punto de la circunferencia 
mide 12 cm. Si uno de los segmentos que determina el diámetro mide 4 cm. 
Calcular el radio de la circunferencia. 


A) 5 cm B) 20 cm C) 10 cm D) 15 cm E) 25 cm 


Hanuel PConeñas e 


Resolución: 


En la figura, CH es el segmento 
perpendicular al diámetro y AH es 
el segmento que mide 4 cm. 


Por relaciones métricas, en el 
A Ace: 
CH2= AH. HB. 1» 122 = 4(2R - 4) 
144 =8(R-2) 
18=R-2 


Los lados de un triángulo rectángulo tienen por medidas a los términos de una 
progresión aritmética. Si el perímetro de este triángulo es 48 m, calcular la me- 
dida del lado menor. 


A) 15m B) 14m C)12m D) 20 m E) 16m 
Resolución: 

El triángulo rectángulo que tiene sus 

lados en progresión aritmética es el : donde: 
de 37" y 53" 


r=razón 
Según Datos: Perímetro del/] = 48 


3r+4r+5r= 48 "mb 1=4 


Rpta. € 


Según el gráfico, una persona debe ir 
de Aa B tocando un punto del segmen- 
to PQ. ¿Cuáles la menor distancia que 
debe recorrer? 


A)15Km B) (3+ 180) Km 


C) (6+ 153) Km D) 9/5 Km 


E) 2 Km 


Resolución: 


é En este tipo de problema, primero hallamos el punto del segmento PQ que se 
debe tocar para realizar el menor recorrido. Dicho punto se halla prolongando AP 
hasta A'tal que A'P =PA = 3Km, luego trazamos AB que con PQ se cortaran en 
el punto “H” deseado. Veamos: 


é Debemos de calcular AH + HB, 
pero como A'H = AH (¿Por que?) 
entonces lo que se busca es: 


é Por el Teorema de Pitágoras en 
el A AFB: 


5) En el gráfico, calcular “x” sim 4 C= 45"; 
m Z PAC = m Z PCB 


apaVs B)W/5  C)4W3 
o)sV3 EJ2WV2 


Resolución: 


ú Sea: mZPAC=mZPCB=4Q 


Como: mzZC=45* 
m Z PCA = 45" - q 


é  —EnelAAPC, el Z exterior P 
mide 45, entonces prolonga- 
mos AP hasta Q para obtener 
el ¡AMPOC, que será notable 
de 45? y 45. 


é Enel 23 AOC, por el Teorema de Pitágoras: [PQ=00=4| 


AC?=AQ2+QC?2 mp x2=8%4 42 mb SN] Rpta. A 


MIN NIVEL 1 (3 ] 


Problema 
gulo rectángulo miden 3 y 4 metros. La 
altura relativa a la hipotenusa mide. 


: Los catetos de un trián- 


A) 1,2 m B) 2,1 m C) 2,3 m 
Y) 2,4 m E) 4,8 m 
Problema : Las proyecciones de los 


catetos de un triángulo rectángulo sobre 
la hipotenusa miden 2 y 5. El cateto me- 
nor mide. 


A) V14 


D) 2 


c)243 


B) y13 
E)3 


Problema H: En un triángulo rectángu- 
lo un cateto mide 5 metros y su proyec- 
ción sobre la hipotenusa mide 4 m. Cal- 
cular la proyección del otro cateto sobre 
la hipotenusa. s 


A) 2m 
D) 13/4m 


B) 9/2m 
E)im 


Y 9/4 m 


Problema : En un triángulo rectán- 
gulo ABC, recto en B, AB = 21, AC = 35, 
hallar BC 

A)21 B)23 C)25 D)28 E)29 
Problema : En un triángulo oblicuán- 
gulo los lados miden 5; 6 y 10. Calcutar la 
proyección del lado menor sobre el lado 
menor el lado mayor. 


A) 4,45 
D) 4,50 


B) 2,25 
E) 5,10 


C) 3,50 


PROBLEMAS DE REFORZAMIENTO SOBRE RELACIONES 
METRICAS Y TRIANGULOS RECTANGULOS NOTABLES 


Problema : En un triángulo ABC: 


AB =7; BC =5;AC = 3. Calcular la pro- 
yección de BC sobre AC. 


A)2,2 B)3,0 C)2,0 D)1,5 E)2,5 


Problema [): Los lados de un triángulo 


miden 7; 6 y (97 . Calcular la longitud de 
la mediana relativa al menor lado. 
A)JS5 B)6  C)j)7  D)J8 E) 9 

: Los lados congruentes 
de un triángulo isósceles miden 5m cada 
uno. Si la base mide 6 m ¿Cuánto mide 


una de las alturas iguales? 


A) 18m B) 24 C) 32 mm 
5 5 5 
0) lém  EJNA 
5 
Problema 1): La altura de un triángulo 
rectángulo determina sobre la hipotenusa 


dos segmentos que miden 9 m y 16 m. El 
perímetro del triángulo es: 


A) 40 m 
D) 65 m 


B) 50 m 
E) 70m 


C) 60 m 


m $: Eñ un triángulo rectán- 
guio la relación entre los catetos es de 3 a 
5. La relación entre las proyecciones de 
estos catetos sobre la hipotenusa es: 


B)3a Vs Ccr/3as 


E)9a10 


A)3a5 


P9a25 


Problema $ : En un triángulo ABC: 
mZB=130", mZC=20", AB= 14 m. 
¿Cuánto mide la altura que parte del vér- 
tice B? 


A)5m B)6m C)7m D)8g8m E)9m 


Problema Ó : Enun cuadrilátero ABCD: 

mzZB=m2ZD=90",AB=15, BC = 20, 

AD = 24, hallar “CD” 

A)J5 B)7 C)9 D)11 EJ13 

$ : En la siguiente figura: 
, Hallar BH 


Pro 
AB+BC= 


A) 9 B 
B)8 

C)7 

D)10 

E) 11 H 


Ac 


Problema $ : El perímetro del cuadra- 
2 cm. Hallar “x”. 


do ABCD 


A) 3 cm 
B)5 cm 
C) 7 cm 
D)8 cm 
E) 9 cm 


Problema (+43: En un triángulo rectán- 
gulo ABC recto en B, m ZA- m 4C=60", 
AC = 12 cm, la altura BH mide: 


A)2m B)3m C)4m D)5m EJ6m 
: En un triángulo rectán- 


Problema $ 
gulo ABC, nTZ B = 90", las proyecciones 
de los catetos sobre la hipotenusa miden 


9 y 4 metros. Calcular la distancia del pun- 
to medio del cateto AB a la hipotenusa AC. 


A)3m B)2m C)4m D)5m E)6m 


Problema : Enun triángulo ABC: 
mZA=45”";m ZC = 30”. Se traza la 
altura BQ y la ceviana BN de modo que: 
AN = BC = 2. Calcular m 4 NBC. 

A)8” B)9 C)12" D)15” E)16? 
Problema' .): En un triángulo rectángu- 
lo ABC la altura BH y la mediana BM 
trisecan al ángulo recto B. ¿Cuántos mide 
el ángulo C? 

A) 15” B)37" C)30* D)18” E) 45 
Problema : Los catetos de un trián- 
gulo rectángulo*son entre si como 2 es a 
3. Si la altura reltiva a la hipotenusa mide 


6 13 cateto mayor mide. 


A)24 B)27 C)9  D)6 E) 39 

Problema Los lados de un triángulo 
rectángulo tíenen medidas que forman una 
progresión aritmética de razón 7 cm. 


¿Cuánto mide la hipotenusa? 


A) 35 cm 
D) 45 cm 


B) 28 cm 
E) 29 cm 


C) 21 cm 


Clave de Respuestas 


:470 


e : ya NIVEL 1 PIS | 


Problema) : 
del triángulo ABC: 


A) 55 
B)56 
C) 57 
D) 58 
E)59 


Calcular el perímetro 


Problema (% Loslados de un triángu- 
lo miden 9 / 18 y 16. Disminuyendo una 
cantidad “x” a cada lado, el triángulo re- 
sultante es un triángulo rectángulo. Hallar 
e 

A) 0,25 B)0,5 C)0.75 D) 1 E) 2 
Problí En un triángulo rectángu- 
lo los cat se diferencian en 10 cm. Si 
la hipotenusa mide 50 cm, calcular la at- 
tura trazada del vértice del ángulo recto. 


A)t8cm  B)12cm 2) 24 cm 
D) 15 cm E) 16 cm 
Problema Determinar la hipotenusa 


de un triángulo rectángulo, sabiendo que 
el perímetro es 48 m y la diferencia de 
los catetos 4 m. 


A) 20 mB) 22 m C) 25 m D) 30m E)18m 


Problema Ó < Hallar: 


aje/3  BjeV3 c)jaW3 


D)9 E) 10 


Problema) : Hallar: PQ+PB 
Si: =9 


A)5/3 
B)6 4/3 
C)8 

D)9 
9/3 
Problema P : Sí 
FH = 4 Hallar. 0 


A) 180 
B) 15 
C) 16" 
D) 30" 
E) 450 


AF=FC,AB=6, 


Problema O: Si BD=12, hallar el 
perímetro dél A ABC 


B) 3/3 +12 


D) 10 (2+43) 


A E a E 7 


Problema Ó : Hallar: "a+ b+c" 
Si: BD = 150 


A) 450 
B) 500 
C) 540 
D) 400 
E) 530 


Problema H: Hallar la distancia entre 
AyD 


ajaYia  Bj2/1i3g  c)3413 
D)5V13  EJ6v13 
Problema : Enlafigura: 


AB +BC*+CD” + AD" = 100 
Hallar AD 


A)5/3 
B)5 
c)5V2 


D)6 


E) 6/2 


Problema óÓ : Enla figura: 
CF? + AE? =00. Hallar AC 


: La altura de un rectán- 
de la longitud de su base. 


Si su diagonal mide Y 16 m ¿Cuál es su 
perímetro? 


Problema 
gulo es los 


A) 26 m 
D) 30m 


8) 28 m 


E) 32m 


C)29 m 


Problema $ : En un triángulo rectán- 
gulo ABC, retto en B, AB= 12, BC =9.Se 
traza la altura BH. Calcular la proyección 
de BH sobre AB. 


A)5 B)4 
D)72/25  E)108/25 


C) 102/15 


Problema H: En un triángulo rectán- 
gulo ABC, recto en B; BC = a, AC = b, BH 
es altura. Calcular la proyección de HC 
sobre BC. 


A) a?/b 
D) a8/b? 


B) a5/b* 
E) a*/b? 


C) a?/p? 


Problema H: Hallar "FP" si ABCD es 
un cuadrado: 


A)4 
B)5 
C)6 
D)7 
E)8 
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Problema P : Las longitudes de los | A) 32 12 B) 33 12 e (35 12 


lados de un friángulo rectángulo están en 
progresión aritmética de razón "r”. Si la | D) V37/2 E) 139/2 
altura relativa a la hipotenusa mide 12. 


Hallar *r”. Problema o) : Enla figura: q > 90 


A)7  B)6 C)5 D) 4 E)3 de la suma de los valores enteros de 


Problema ó : En la figura calcular la 
proyección del cateto mayor sobre la 


hipotenusa. 


A) 15/2 
B) 28/3 
C) 50/7 
Dj 40/7 
E) 30/7 B) 98 C) 96 
E) 110 


Clave de Respuestas 


EN: 


A A 


Es el lugar geométrico de todos los pun- 
tos en un plano que equidistan de un 
punto fijo llamado centro. La distancia 
del centro a cualquier punto de la cir- 
cunferencia se llama radio. 


(e) 
r radio 
oP : radio 


: centro 


O: centro 
r: radio 
AB: Cuerda. Es un segmento que une dos puntos 


de la circunferencia. Cuando pasa por el centro 
se llama diámetro (o cuerda máxima). 


EA 
e  t:rectatangente o simplemente tangente.- Es una 
recta que toca en un punto a la circunferencia. 


+ É 
e si recta secante o simplemente secante.- Es una 
recta que corta en 2 puntos a la circunferencia. 
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7.3 


6 de Contacta 


Teorema del radio y la Tangente. 


Todo radio que llega al punto de 
tangencia es perpendicular a la rec- 
ta tangente. 


Teorema de las 2 tangentes. 


Si desde un punto exterior se trazan dos tangentes a una misma circunferencia, 
los segmentos de tangente comprendidos entre los puntos de tangencia y el 
punto exterior son iguales. 


REGLA PRÁCTICA 


Demostración: 


1. Trazamos los radios | 1. Trazo Auxiliar 
OA, OB y luego OP. | 2. Teorema | 
> 0 — MÁ 3. Porque tienen 
2.OA LPA y OB 1 PB igual cateto e 
igual hipote- 
nusa. 


3. D1OAP =DsOBP 


A 


A A A 


”>oror 


yy qámy 


DA e o id 


==, 


> Hatemática 475. 


TEOREMA lll: ] Teorema de la bisectriz del / formado por las 2 tangentes. 


El segmento que une el vértice del ángulo formado por dos tangentes con el 
centro de la circunferencia es bisectriz del ángulo. 


Reca PRACTICA A 


a | Enun problema escribiremos dos letras minús- 
| culas iguales en cada ángulo. Así: 
> v | 
B 


vo es bisectriz del ZAVB 
es decir: mZ2AVO =mZBVO 


AAA — 


Í: TEOREMA Iv:] Teorema de Poncelet 


En todo triangulo rectángulo, la suma 
de catetos es igual a la hipotenusa 
más el doble del radio de la circunfe- 
rencia inscrita. 


Fcceria Que > 
a 

. Cuando decimos “suma de catetos” pues eel ] 
nos referimos a la suma de sus longi- 


tudes. 


Circunferencia inscrita en un triángulo es la circunferencia que es tangente a los 
tres lados. Al radio de esta circunferencia tembién se le llama inradio. 


a 


Ejemplo: 


* La circunferencia está inscrita en el AABC 


* El AABC está circunscrito a la circunferencia ; 


A Cc 


Demostración: 


1. Trazamos los radios | 1. Trazo auxiliar 
OM y ON, luego OM y Teorema l 
JAC y ON 1BC 2. Por ser un 

rectángulo 
equilátero 

3. Teorema Il 

4. Postulado: “el 
todo es igual 
a la suma de 
sus partes”. 


2. OMCN es un cuadra- 
do NC=r y MC=r 


3. BP=BN=a-r 
AP=AM=b-r 


4. BP + AP = BA 
a-r+b-r=cC 


TEGRBiA Vi] Teorema de Pito 


En todo cuadrilátero circunscrito a 
una circunferencia, se cumple que 
dos lados opuestos suman igual 
que los otros dos. 


Recuerda Que 


¡Teorema VI] Teorema de Steiner. 


Antes de enunciar este Teorema daremos la siguiente definición. 


+ Cuadrilátero Ex-inscrito.- Es el cuadrilátero que tiene las prolongaciones 
de sus cuatro lados tangentes a una misma circunferencia. 


E E O O 


A AAA A 


A y>- 


E= 


El A ABCD es ex-inscrito porque: 


La prolongación del lado AB es tangente en P 


La prolongación del lado BC es tangente en R 
La prolongación del lado DC es tangente en Q 
La prolongación del lado AD es tangente en S 


El Teorema de Steiner 
dice que en todo cuadn- 
látero ex-inscrito la dife- 
rencia de dos lados 
opuestos es igual a la di- 
ferencia de los otros dos. 


PROBLEMAS RESUELTOS TIPO 1.B.M. SOBRE 


CIRCUNFERENCIA 
Problema $: En la siguiente figura se B 
cumple que: 
AB = CD +6;BC =5, hallar “AD”. A 
Ay 11 B) 12 C) 13 b 
D) 14 E) 15 


é Según datos del problema: 


Resolución: 


dé Por el Teorema de Steiner: 
AD-BC = AB-Cis 


Problema H: Calcular“o” si AM = 2r, “M” 
E T 
es punto de tangencia. M pa 


A) 300 B) 159 C)459 2 
D) 372 E) 602 A 

B 
Resolución: P 


En este tipo de problema el radio se debe llevar al punto de tangencia para 
aplicar el Teorema I. Entonces trazamos OP. Luego OP 1 AB. 


tí Por el Teorema lll y el Teorema !I 


AO es bisectriz del ZA y/AP=AM=2H 


é En OPA, es notable de 532 


Como: op - AP > 0 = 53% 
2 2 


 EnelD ABC: m/A+mZB=90% % 53%+0 = 90 


Problema f): Hallar: r, +1, si AB=14, 
y AD=BC+CD 


A)5 B)6 C)7 
D)8 E) 9 
Resolución: 


é SeaBC = a, CD = b, entonces por dato: 


ZX 
Pe AU = 
B gÓ a é Por Poncelet: 
[ En el sco: a+ b=BD+2r, 


ab 
a En el DMABD: 14+ BD = a+b+2r, 
| SN Y M.A.M. a+6+ 14+BD = BD+a+4b+2r, +21, 
O D 14 = 2r, +2, 


Problema ó: En la siguiente figura: a E "a 
AB+CD = 50; BC + AD = 80 Calcular “EF” 
A) 3 B) 10 C)15 
D) 20 E) 25 A 

F D 
Resolución: 


Éé Para facilitar la resolución del proble- 


BR e ma colocamos las letras indicadas en 
a pan 


'/ la figura. Entonces, según datos: 


A APT: 


fé Por el Teorema de Pitot: 
L LX ABEF:a+EF = m+p 


d O 
—— E FECD: b + EF 


n+q 
MAM: a+b+2EF = m+n+p+q 


Pero el gráfico: y w a+b+2EF=c+d 


Reemplazando datos: 50 +2EF= 80 


Problema HÓ: En el gráfico: 


AB = 8, BC = 6, hallar “R" <Í 
A)3 B) 4 0)5 
D)6 E) 7 A y 


Cc 
Resolución: 


é Enel» ABC, por Pitagoras: 


AC = 18. +6 = AC: 

| é Llevamos el radio a los puntos de 

tangencia M, N y P, luego: 
LAN 


cuadrado OMBN: 


ycomoBC=6 = 


é Por el Teorema de las dos tangentes: 


i) CN 


CP =6-R 
15 

AP 8+R=10+6-R "* - ¿ASA pta. B 
B 


Problema Ó: Calcular el inradio del 
DABC si HF = BL, BN = 4 cm. 


li) AM 


A) 1 cm B)2 cm C)3cm  L > 
D) 4 cm E) 5 cm 
Resolución: A e 


Recuerda Que 


Calculamos los lados. Ahora que ya conocemos los lados, dibu- 
jamos la circunferencia inscrita. No hace 
falia dibujar las otras 2 circunferencias. 


é Por el Teorema de las 2 tangentes: [CF=CN=b! y [AH=AL=c | 
dá Por dato: HF = BL, sea[ HE=a| > [BL = a! 


é Finalmente, en el D ABC, por Poncelet:  AB+BC = AC +2r 
rd + (440) = (AO +2r mo 


Problema $: Calcular “R” 


A)10 B)11 
0) 12 D) 13 
E) 15 

Resolución: 


H8-Ri— R —1 


e 


E (A + B)? = A? + 2AB + B? 


(A - B)? = A?- 2AB + B? 


' Problema f: Del gráfico: 

. R=6, r=2, hallar “BE” 

] A)6 B) 12 c)8 
DJ10 EJ13 
Resolución: 


di 
6 
AsL 
z SEAS z 
HE 
é Llevamos el radio al punto de tangencia “A” y 


trazamos OC y OD 1 BC, con el fin de formar el 
triángulo rectánguio ODC. 


dé Enel py ODC, por el Teorema de Pitágoras: 


(18 - RP +62=R? 
18? - 36R + p4+6? = PÉ 


324 +36 = 36R. 
REO 
PLA Rpta. A 
ha Xx —4 


dá SeaEC=a >BC=AD=x+a 


A E E 


dé Por Pitot: 
MABED:x+x+a = 12+ED 


[2x+a-12 = ED .. (1) 


dé Por Poncelet: 
X ECD: a + 12=ED + 2 (2) 


-(2) 
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é igualando los primeros miembros de (1) y (2): 2x+4-12=44+8 


RES 
- EX a 10] Rpta. D 
Problema Ó: Hallar “AB” en la figura. € 


E 
A)10 B)11 Cc) 12 > Y Ny « 
D)13  EJ14 Y ¿ 
A 


Resolución: D 


8 fe q á Por Poncelet: 
Cc E 


B y 
TP = ¿Ls DCE: x+a = DE+2(3) 
y YA Q| ABE: x+ b =EA+2(4) 
A 


Y MAM: 2x + A +b+DE+EA = DE+EÁ+ Ah + 24 
2x = 24 


” Apta. C 
Problema ó : Calcular el semipe- 
rimetro del Á ABC B 


AJ12  B)13 C) 14 2% 


D)15  E)16 


A N 
Resolución: 


á Sea Pag. = semiperímetro del AABC. 


qa 
ee 
a 
é Por el Teorema de las 2 tangentes: 
A 


i) CN = CM = 12 


li) BP = BM = 12-a => |BP = 12-a 
lii) PA= AN = 12-b > 


EL Matemática 
dí Pero del gráfico: c = BP+PA =cC=12-a+12-b > la+b+c= 24 


Are HN 


tangente a un lado y a las prolongaciones de los otros dos. 


Ejemplo: E 
Circunferencia ex-inscrita relativa a AB 


“El semiperímetro del triángulo es igual a la 
longitud de uno de los segmentos de tangente”. 
Pasc 
= semiperimetro del AABC 


longitud de uno de los segmentos 
de tangente. 


Ejemplo: El problema 10 se resolvería en forma inmediata. Veamos: 


Resolución: 


Por el Teorema de la circunfe- 
rencia ex-inscrita 


maca so 


AC 
Problema : El semiperimetro del E 
A ABC es 20. Hallar x. P Q 
A)J6 B)7 C)8 
D)9 E) 10 A = B 
PH—— 12 
Resolución: 


12 
é Según datos: ES > 


é Por el Teorema de las 2 tangentes: 


46 Del gráfico: AR +RB = 
b-x+a-x= a 
(a+b)-2x = 


28 -2x = 12 


- SS ] Rpta. C 


Si Page es el semiperimetro del AABC, enton- 
ces se cumple que: 


Resolución: 


Mya, =P 


2 
* Por el Teorema VIII: 
23-20 = 3 
= 23-12 = 11 
= 23-14 = 9 Rpta. 


x 


N < 
l 


e E E 


TALLER DE 
PROBLEMAS N* (37) 


Problema (1 |: En un triángulo rectán- | Problema (3 :: En el cuadrilátero ABCD: 
gulo, la suma de los catetos es 23 me- | AB = 12cm,BC = 15cm, CD =5 cm. 
tros. El inradio mide 3 m. ¿Cuánto mide | Hallar “AD” 

la hipotenusa? 


Resolución: 


Resolución: 


Problema 2 : Hallar: x Problema : Hallar: “BO” 


KK SS 


A D A 1 Cc 
AA A | 


Resolución: 


Resolución: 


Problema : Calcular: 8 si “O” es | Problema [7]: El perímetro del cuadri- 
centro de la circunferencia. látero ABCD es 60. Hallar “CD”; R =6 


d Resolución: Resolución: 


AR 


SS. 


Problema 6) : Calcular el perímetro | Problema 18! : Calcular el perímetro 
del cuadrilátero ABCD. del triángulo rectángulo ABC 


B 
Resolución: 


A 
H———12 
Resolución: 
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7.4.1 DEFINICIONES PREVIAS 


Ñ 


» Árco de Circunferencia.- Se denomina arco 
a una parte de la circunferencia comprendida A 
entre dos puntos de ella. B 


De la figura: 


CS 
AB es el arco menor correspondiente a la cuer- 
da AB 


PES 
ACB es el arco mayor correspondiente a la 
cuerda AB 


+ Medida de una circunferencia.- Una circunferencia se puede medirtanto en 
unidades angulares como en unidades lineales. 


- En unidades angulares.- la medida |- En unidades lineales.- la medida de una 

de una circunferencia es 360”. No n- [circunferencia o longitud de la circunferen- 

teresa cuánto mide el radio. cia es igual a 27 por el radio. Sí interesa 
cuánto mide el radio, pues a mayor radio 
mayor longitud. 


MNR |, 


+ Medida de un arco.- En este capitulo tanto la circunferencia como el arco se 
medirán en unidades angulares, especificamente en grados sexagesimales. 
Entonces la medida de un arco será una fracción de 3600. 


Eiemplos: 


A 
Nota: mAB: se lee “medida del arco AB” 


7.4.2 SUMA DE ARCOS DE UNA CIRCUNFERENCIA 
Si una circunferencia se divide en varios | * Ejemplo: Hallar “x” 


arcos, la suma de las medidas de todos esos 100* 
arcos es 360". Veamos: P Q Resolución: 


x + 100” + 120” = 3602 


** Ejemplo: Hallar “x*” 
B 
Resolución: 


y c 
Entonces: Xx +60" +50" + 140” = 360" 


7.4.3 TEOREMAS SOBRE ÁNGULOS EN LA CIRCUNFERENCIA 


M ÁNGULO CENTRAL.- Es el ángulo que tiene como vértice el centro de la circun- 
ferencia y como lados dos radios de la misma. 


La medida de un ángulo central es igual 
a la medida del arco opuesto. Así en la 
figura mÁB =1Q 


a] ÁNGULO INSCRITO.- Es el ángulo que tiene como vértice a un punto de la 
circunferencia y como lados a dos cuerdas. 


La medida de un ángulo inscrito es igual a 
la mitad de la medida del arco opuesto. 
Así en la figura si mAB = 0%; 


EI IKáÁ 


Demostración: 


1. Trazamos los radios 1. Trazo auxiliar. 


CAD y E 2. Ángulo central 
2: MANDO 3. Definición de triángulo 


mm - isósceles y aplicación 
1..ElAPOA esieósouos: del Teorema que dice: 


mZOPA=mZ0AP=0|. 24 lados iguales se 


El APOB es isósceles: oponen ángulos ig Ja- 
mZOPB =mZOBP =4 les”. 


4. ÍmZAPB = 0+9] . Suma de ángulos 


5. Enel/AOAPB: . Propiedad del cuadrilá- 

0”=20+24 => 0+4= tero cóncavo. 

. Reemplazando lo ob- 
tenido en el paso 5, en 
el paso 4. 


6. Entonces: 


Todos los ángulos inscritos en . Todo ánguto inscrito en una 

un mismo arco tienen igual semicircunferencia es ángulo 

medida. recto (mide 90%). O también 
todo ángulo que se opone a un 
diámetro es recto. 


2 


. £ 
=-” 


AB: diámetro 
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ÁNGULO SEMI-INSCRITO.- Es el ángulo que tiene como vértice un punto de la 
circunferencia y como lados a una cuerda y una tangente. 


La medida de un ángulo semi-inscrito es 
igual a la mitad de la medida del arco com- 
prendido entre la cuerda y la tangente. En 
la figura si “a” es la medida del ángulo semi- 


inscrito, entonces: 


ÁNGULO EX-INSCRITO.- Es el ángulo cuyo vértice es un punto de la circunfe- 
rencia y sus lados son una cuerda y una secante. 


La medida de un ángulo ex-inscrito es igual 
a la semi-suma de las medidas de los ar- 
cos opuestos. Así en la figura “a” a la medi- 
da del ángulo ex-inscrito, a? y b” son las 
medidas de los arcos opuestos. Entonces: 


YA ÁNGULO INTERIOR.- Es uno de los cuatro ángulos que se forman cuando dos 
cuerdas se cortan, por lo tanto su vértice es un punto interior de la circunferencia 
y sus lados son dos segmentos de cuerda. 


La medida de un ángulo interior es igual a la 
semisuma de las medidas de los arcos opuestos. 
En la figura “a” es la medida de un ángulo interior, 


a” y b* son las medidas de los arcos opuestos. 
Entonces. 


== Hanmátian . 


Demostración: 


1. Trazamos AD 1. Trazo auxiliar 
ao para formar un 
2. m¿ADB==:¿mZCAD = triángulo. 
2 


a 2. Ángulo Inscrito. 
> 3. Aplicación del 
Teorema del 
ángulo exterior 


en el triángulo. 


ÁNGULO EXTERIOR.- Es el ángulo cuyo vértice es un punto exterior de la cir- 
cunferencia y sus lados pueden ser: 
1) dos secantes ii) una secante y una tangente ó iii) dos tangentes. 


La medida de un ángulo exterior es 
igual a la semidiferencia de las medi- 
$ das de los arcos opuestos. 
j En la figura “o” es la medida del ángulo 
exterior, a? y b*, las medidas de los ar- 
cos opuestos. Entonces: 


b Demostración: 


1. Trazamos BD Trazo auxiliar. 
2.m/CBD= a -mZADB= a? |2. Angulo Inscrito. 
Teorema del 
ángulo exterior 
en el triángulo. 


Panal Covcñas m2 


CASO PARTICULAR: Cuando los lados del ángulo exterior son dos tangentes, el án- 
gulo exterior se llama Ángulo Circunscrito. 


El ángulo circunscrito con el menor arco 
que se le opone suman 180*- 


En la figura “o” es la medida del ángulo 
circunscrito y “b” es la medida del menor 
arco que se le opone. 


1. Ángulo exterior en la circunfe- 
rencia. 


2. a +b”=360" = a” = 360" - 2. Suma de arcos de una circun- 


sd ferencia. | 


2 
180”-b” = 


3. a? = 
3. Reemplazando el paso 2 en el 


paso 1 y simplificando. | 


El adyacente al ángulo circuns- ¡Regla Prác tica. .- En la práctica la medida del 
crito mide igual que el menor | arco se escribe también en el ángulo adyacente 
arco opuesto. al ángulo circunscrito. 


si mÁB=b" =» 


PROBLEMAS RESUELTOS TIPO 1.B.M. SOBRE 
ÁNGULOS EN LA CIRCUNFERENCIA 


Problema $): En la figura: 
Mí) AC, “O” es centro. Calcular *x” 


A) 302 B) 322 C) 339 
D) 35% E) 370 
Resolución: 


Antes de resolver este problema, daremos a conocer lo siguiente. 


' Propiedad de los arcos comprendidos entre paralelas. 


En una misma circunferencia los arcos comprendidos entre dos paralelas son 
congruentes. Veamos: 


si: AB//CD 


* La demostración queda para el alumno. 


é "Y es un ángulo semi-inscrito, por lo tanto: x = 
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é Por ángulo inscrito: 


ZN — 
E. 


é Por la propiedad de los arcos compren- 2x+400 AN 
didos entre paralelas. 40" 
E AS Eo J 
mAT =mTIBC  =| 


.. TS 0% 
é Finalmente, como ATB es una semicir- 
cunferencia, ya que AB es diámetro, me- 
dirá 180%. Entonces: 


mAT+mTB=180% =>  (2x+40% +2x=180% > 2 00= 


Problema : Hallar x, si “0” es centro. A 

roblem 12, allar x, si (o) e 
y 

A) 70% B) 750 C) 600 sol 

D) 65% E) 802 


Resolución: 


ses mAB=a” y nabo. 


é Según el gráfico, “x” es un ángulo ex- 
inscrito. Luego: 


(1) 


é Por ángulo central: 
LOS 
mzZAOC = mABC 
PES 
"m» mZABC = 1400 


é Ahora reemplazamos (2) en (1) y se obtiene: SOS S Rpta. A 

Problema é: Siendo P, Q, R y S puntos de M 

tangencia, hallar “x” 

A) 500 B) 60 C) 70? de 

D) 800 E) 902 j 
INN 


E A 


5 


á Por el Teorema de las 2 tangentes: 
NP = NS y NQ = NR, luego los trián- 
gulos SNP y QNR son isósceles, 
motivo por el cual tendrán 2 ángulos 
iguales cada triángulo. 


e Enelasun: [asp ex=180).(1 


Enel (O PMQN: 


Recuerda Oue 


é  (2)en(1): 


x+80%+x = 1800 


Problema Ó: en el siguiente gráfico: 
Mrnay ES 
mAM + mMB = 280". Hallar más. 


A) 602 B) 70% C) 802 
D) 509 E) 409 
Resolución: 


6 Sea “x” la medida del arco pedido. 
Según datos: a”+b" =2802 


6 Para facilitar la resolución trazamos 
MS, luego por el Teorema del ángulo ins- 
cito: 


496 Manuel Coveñas Naguicho P 
á Enel ASPM: mZS + mZP + mM = 180% 


TIE y E — dor 


a? +.b” + x” = 360? 
ER 
280% + x" = 3600 = - PxRSBaNi Rpta.C 
Problemaf$ : Enla figura que se mues- 
tra, las circunferencias son tangentes eri “C” 


3d 
y _Les una tangente común externa. Si 
mÁBC = 280%, hallar %c. 


A) 400 B) 50% C) 600 
D) 700 E) 802 
Resolución: 
A é Como una circunferencia mide 360% en- 
tonces: 
LES, OS 
mABC + mAC = 360% = ¡MáS = 800. 


¡ATENCIÓN! 


Trazo Auxiliar 


ITRS 
"NS 
é Por ángulo inscrito: x = MOQ mCQ =2x 
2 
AC A 
fé Por ángulo semi-inscrito: mZDAC = mZDCA = mAC 8037 402 
2 2 
- en el triángulo) 


é Por el Teorema del Zcircunscrito: 80% + 2x = 180% 


os E E E 


Htatemática 


Problema Ó: En la figura calcular. 


AE AS AS AS 
mAPB + mBQC + mCRD + mDSE 


si A, B, C, D y E son puntos de 
tangencia. 


A) 3002 B)400%  C)500% 
D) 600% E) 700" 


Resolución: 


¡ATENCION! 


é Sea: a+ b0+c%+d% = ? la suma 
pedida, O,, O,, Oz y O, los centros 
de cada circunferencia. 


é Por ángulo central: 


Res 


é En el Eptágono AO,O¿O¿O¿EF: 


90% + a? + b* + c* + d% + 90% + 120% = 1800 (7 - 2) 


Problema pH: Calcular la medida del ángu- 
lo ABC, si A, B y C son puntos de tangencia. 


A) 75% B) 800 C) 902 
D) 950 E, 1050 
Resolución: 


éá Trazamos por “B” una tangente que corta a AC en “D”. 


, 
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é Por ángulo semi-inscrito: 


PERS 
mZDAB = mzDBA = "ÚB - y 
2 
DA 
mZDBC = mzDCB = "BC _ y 
2 
fé Enel AABC: 


0.+(0+0)+8=180% => a1+0= 90% 


6 Pero mZABC =0. +0 => 


Nota 


Propiedad: 


Si a 2 circunferencias tangen- 
tes exteriores se le traza una tan- 
gente común externa, el ángulo 


formado al unir los puntos de 
tangencia es recto. 


un gy ÓN 
Problema : Si: mQS = mSAR, hallar 
la m20RS. 


Resolución: 


Problema |2' : En la figura: 
PES SN 
mBC = 5 mAD. Calcular “x” 


Resolución: 


Problema : SI“O” es pe de la 
circunferencia y mAC =100% mAB =1100. 
Calcular m4COB. 


Resolución: 


Resolución: 


Problema l5!: Si: BA/DC, MBA =72", | Problema EZ ST. 
= o 
mzZAEC = 14", hallar m¿AED mÁB - 1200, med - 800. 


B A Resolución: hallar la m2MQN 
D c E 


Sm 


N 
A D 


Resolución: 


Problema 61: La figura muestra auna | Problema 8] :Sk 


semicircunferencia donde AB es diáme- a MUA 
os il 7 L, hall ar. mAPM + mABN = 300". Calcular m<MBA 


P A 


Resolución: Resolución: 


a 
LJ 
| NIVEL I |] 


Problema ó Calcular “r” 


A) 1 

B)2 

C)3 

D) 4 | 

E)5 BHh— 8 ——JC 


Problema (3 Un cuadrilátero ABCD está 
circunscrito a una circunferencia. Si: 
AB= 16, BC=20 y AD=12. Calcular“CD” 


A)12 B)14 C)16 D)18 E)20 


Problema 6): En el gráfico hallar x” 
A) 940 eS 4 

B) 86" 

C) 1130 

D) 1080 

E) 1260 s a 


a? 
Problema Ó: CA *X si: 


IS 
AB = mBC _mÓD _ MAD 
3 5 7 


A 


A A A e XQ e PPP 


A) 222 30' 
D) 162 


Problema 


| CD= 7, hallar “AD” 


A)15 
B) 14 
C)13 
D) 16 
E) 17 


PROBLEMAS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
CIRCUNFERENCIA 


B) 452 C) 300 
E) 189 


Si: AB=13, BC=9, 


Problema Ó: El valor de “x” es: 


A) 60% B 


B) 700 7 


c)soo F 
eS 


E)759 A 


Problema 


Ó : En la figura mÁB = 402 


EN AS 
mAC = 60". Hallar mBC. 


A) 502 
B) 700 
Cc) 650 
D) 80? 
E) 90% 


Problema 
triángulo re: 


9: Calcular el perímetro del 
ángulo mostrado. 


502 


HHanuel Coueñas che O 


Hé—————- 19 SS 
A)44 B)42 C)ja1 D)39 E)38 


Problema : Calcular el radio de la 
circunferencia inscrita en el triángulo rec- 
tángulo CDE si AB=7; BC=3; AD=8, 
DE = 3 


A)O,5 B)1 


C)1.5 D)J2  E)25 


— > 

Problema Ú : SiL///L,, calcular 6”. La 
figura es semicircunferencia. 

A) 10" 
B) 20” 
Cc) 25 
D) 30” 
E)37 A 


Oo 
Problema $: En la semicircunferencia 


de diámetro"PQ, hallar “x” 


R 
A) 300 


B) 370 
C) 420 
D) 450 
E) 60% 


Pr ——>0—f Q 


Problema H: Hallar Y 


A)3 
B)4 7 9 
C)5 
D) 6 
E 
pa HL 6 


Problema([): Indicar el perímetro del A 


ABC 
P 


Ys 
B A Q 
===. 175 
A)30 B)31 


C)32 D)33 E)34 


Problema): PQ=12;0R=9;PR=13, 
si “F” es puñto de tangencia, hallar “QF”. 


P 
A)3 
B) 4 
R 
0) 4,5 HA 
D)5 
E)6 


Problema $: El valor de x? + y? es: 


B) 1420 
E) 136% 


C) 1400 


, 


Problema : En la figura calcular “o” si 
el arco CD Mide 1000 y además AC = AP. 
A) 18 
B) 30 
C) 259 
D) 45? 
E) 22930' 


Problema 117 : Hallar ” si BC//AD, A y 


A AA EAS 
E son puntos de tangencia y mAB = E mAE. 


A) 78% B)59% C)43% D)422 E)642 


Problema $ : Calcular el perimetro del 
triángulo ABC. 


105 1 
A)63 B)66 C)54 D)68 E)70 


Problema $ : Calcular el radio de la 
circunferencia inscrita en el a ABC, si: 
BD=MN y BE=18 

A)6 
B)7 


C)8 


D)9 
A M N Cc 
E) 10 


Problema : SiO, y O, son centro de 
las circunferencias mostradas, hallar “y”. 


A)80% B)75% C)70% D)76” E)60* 


Clave de Respuestas 
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Problema 9 Si el perímetro del cuadri- 
látero ABCD es 50 m, la diagonal AC mide 
20 m, el valor de r, + r, es: 


A)3m B)4m C)5m D)6m E)7m 


Problema (3: SimZABC = 2m2ADC, 
calcularlamzZADC. A, By C son puntos de 
tangencia. 
A) 722 
B) 68% 
C) 440 
D) 76% 
E) 742 


Problema): En la figura: a+b+c= 12, 
r¡ +1) = 2,5. Hallar “d”. 


A)6 


B)7 


C)8 D)9 


Problema f: Si se cumple que: AB + 
CD = 14m;BC+AD =26 m. Hallar “PO” 


B 
A)5 
B)6 Q 
_ Vas 
Es IN 
NE 
E)9 A P D 
: Enla figura: AB - 7 = DC, 
AD = 3BC, calcular “AD” 


Problema ($) 


Problema Ó : En el gráfico, hallar “x” 


a A 


B)8 


C)9 D 
D)10 
E AS 
E) 11 o C 
Problema $: En la figura BC =10 ; 


AC = 4, calcular PQ, si CM es mediana. 
Cc 


AN 
¿DO 


=T Matemática E 


At B)2  C)5 D) 4 E) 3 


Problema 9: Calcular el perímetro del 
trapecio isósceles ABCD, si mZA= 300; 
n= 


B c 


A D 


A)20 B)16 C)10 D)8 E)4 


Problema : En la figura “D” es punto 
de tangencia, AB =800. Hallar el valor de 


X 


A) 40% B)45% C)50% D)55% E) 600 


Problema : En la figura mostrada. 
Calcular “o” silos arcos están en relación 
como se muestra la figura. 


A) 362 
B) 630 
0) 722 
D) 45" 
E) 540 


Problema : En el gráfico mostrado 
hallar el valor de “o”, “o” es centro de la 
circunferencia. 


A) 812 
B) 542 
C) 270 
D) 230 
E) NA. 


Problema : Enla figura mostrada 
hallar el valor de “0”, siendo “o” centro de 
la circunferencia. Dar la respuesta en fun- 
ción de “a” y "b”. 


A) 180 -a+b B) 180%+(a-b) 
C) 180” -(a+b) D) 180 -b+a 
E) N.A. 


> 
Problema $ En la figura: CF es 
tangente: mE BES 502, Hallar mZABC, 
si AC = 4 DE siendo AD = 120% 


A) 240 
B) 380 
Cc) 420 
D) 482 


E) N.A. 


Problema : Si “o” es el centro de la 
circunferencia. QC = OA y el arco AP = 
70%, calcular “o”. 


A) 23-20' 
B) 20023' 
C) 32020' 
D) 32002' 
E) NA. 


Problema (Í): Enla figura AC = 120%. 
Hallar: “x + 


A) 130% A 
B) 120% 

cy1100 P 

D) 1020 

E) 2100 hi 


Problema : Enla E AB y AF son 
tangentes: BC = CD= y mBAF = 722. 
Hallar m BFC. 


A) 240 


B 
B) 422 
C) 48% c A 
D) 60% D 
E) 722 d 
Problema : En la figura, calcular 
m.ZCBD, si CE y DE son tangentes: (C y 


D son puntos de tangencia). 


“TS 
ÚÓ : Si la mQBP = 200%. 
Q A 


LAS 
— 


Problema $: En la figura A=50", 
C = 104". Hallar C. 


Problema 
Calcular: “x” 


A) 500 
B) 400 
C) 602 
D) 302 
E) 450 


A) 370 
B) 390 
C) 422 
D) 450 D 
E) 350 


EII ES 
Problema Ó: en la figura: AB=AE = 
D y ACE = 20%. Hallar BD. 


A) 1000 
B) 60% A = Cc 
Cc) 400 

D) 802 D 

E) 900 É 
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|5.| POSICIONES RELATIVAS DE DOS CIRCUNFERENCIAS 


] Dos circunferencias en un plano pueden ocupar una respecto a la otra siete po- 
siciones diferentes. Estas son: 


0) Circunferencias exteriores.- Dos 
circunferencias son exteriores cuan- 
do los puntos de cada uno son exte- 
riores a la otra. 


: La distancia (d) entre los centros de 
! las dos circunferencias es mayor que 
la suma de los radios. 


P € Circunferencia tangentes exterio- 
res.- Dos circunferencias son tan- 

h gentes exteriores, cuando tienen un 

: punto común (punto de tangencia) 

k La distancia (d) entre los centros de 


4 las dos circunferencias es igual a la 
pe suma de sus radios. d=Re+r 


¡ATENCIÓN! 


(8) Circunferencia tangentes interio- 
res.- Dos circunferencias son tan- 
gentes interiores, cuando tienen un 


- R 
punto común (Punto de tangencia) pi 
siendo los demás puntos de una de o 


ellas interiores de la otra. 


La distancia (d) entre los centros de 


9,2 
d 

] las dos circunferencias es igual a la 

f diferencia de sus radios. 


¡ATENCIÓN! 


(4, Circuntferencias interiores.- Dos 
circunferencias son interiores cuan- 
do una de ellas está en el interior de 
la otra. 


La distancia entre sus centros es 
menor que la diferencia de sus ra- 
dios. 


(5, Circunferencias secantes.-Doscir- 
cunferencias son secantes cuando 
tienen dos puntos comunes. 
La distancia entre los centros es me- es 
nor que la suma de los radios, pero O V ) 


mayor que su diferencia. 


| (R-r)<d<(Rer) | 


6. Circunferencias concéntricas.- 
Doscircunferencias sonconcéntricas R 
cuando tienen el mismo centro. 


Ladistancia entre los centros es cero. 


7, Circunferencias ortogonales.- Dos 
circunferencias son ortogonales 
cuando dichas circunferencias se 
intersectan y sus tangentes también 
se intersectan y en el mismo punto 
formando un ángulo recto. 


Las tangentes al intersectarse pa- 
san por los centros de las circunfe- 
rencias. 


6. RELACIONES MÉTRICA EN LA CIRCUNFERENCIA 
A continuación daremos a conocer los principales teoremas que nos relacionan a 


las longitudes de los elementos básicos de una circunferencia como son la cuer- 
da, la secante, la tangente, etc. 


4) Teorema de las Cuerdas.- En una misma circunferencia si dos cuerdas se 
cortan se cumple que: "el producto de las pates de la primera cuerda es 
igual al producto de las partes de la segunda”. 


Si: AB y CD se cortan en P, determinan 
los segmentos: 


EnAB: [ap = a]; [Pa = b] 
enco: [ep = e]: [po = a] 


y Luego se cumple que: a.b = c.d 


E Demostración: 


3 . p |1- Trazamos AD y BC | 1. Trazo auxiliar. 

5 2. Corolario n* 1 del 

' mZD=mzZB=08 Teorema del án- 
guio inscrito. 

3. APAD - APCB 3. Caso A-A y apli- 
cación de la se- 
mejanza de trián- 
gulos. 


O Teorema de las Secantes.- Si desde un punto exterior se trazan dos se- 
cantes a una misma circunferencia se cumple que: “la primera secante por 
su parte extema es igual a la segunda, también por su parte externa” 


En la figura: se han trazado desde 
P, las secantes PA y PC: 


a A is so A A o A ES 
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Demostración: 


2. Corolano n? 1 del 
Teorema del án- 


gulo inscrito. 

3. ler. caso de se- 
mejanza de trián- 
gulo (A - A) y apli- 
cación. 


Teorema de la Tangente y Secante.- Si desde un punto exterior se trazan una 
tangente y una secante a una misma circunferencia se cumple que: “la tangente 
al cuadrado es igual a la secante por su parte externa”. 


En la figura PA es la tangente y PC la 
secante. 


selpa = 1):[P0 = a); 
Entonces: [E ab] 


Demostración: 


del ángulo inscri- 
to y del ángulo 
semi-inscrito. 

P 13. AABP - ACAP 3.Caso A-A y 


> ap aplicación. 
VS 


LA e e MI E ES E E OE "error 


a o a a, 


PROBLEMAS RESUELTOSTIPO 1.B.M. SOBRE 
RELACIONES METRICAS EN LA CIRCUNFERENCIA 


Problema $ . Calcular el perímetro del 
triángulo ABC. Si: r =8 


A)12  B)14  C)16 
D)18  E)20 


Resolución: 


fé Se deduce que el radio de la semicircunferencia es 4. Sea “x” el radio de la 
circunferencia de centro “B”. 


Recuerda Que: 


éá Enel AABC, se deduce que: B 
y A 
8-x Xx 4RX 
Perímetro AABC = 4 + (8 - x) + (4 + x) / EA 


Problema (2) : Los segmentos de una de dos cuerdas que se cortan miden 16 cm 
y 3 cm. Hallar la medida de los segmentos en que se divide la otra cuerda, sabiendo que 
uno es el triple del otro. 


A) 6 cm y 2 cm B) 9 cm y 3 cm C) 12 cm y 4 cm 
D) 15 cm y 5 cm E) 18 cm y 6 cm. 


Resolución: 


5% Manuel Coueras Haguiche O 
é Sea AP y PB los segmentos pedidos A 
: Ñ 


é  Porel Teorema de las cuerdas: 


Ax.x = 16(3) 

e2=16 ,> a dl B 
é Luego: Rpta. C 
Problema Ó: En la figura: 


AB=4, BC=2, AQ=3, hallar QP. 


A)2 B)3 0)4 
D)5 E)6 


Resolución: . at 
pat 
SS 


á Sea: [OP _= x] 


é Por el Teorema de las secantes 


A Q di (3+x)-2 = B(4) 
3 | 3+x=8 
Problema (): Si: CD=12,AB=AC+5 B 
Calcular “AC” 
A) 12,5 B) 13 C)6,5 
D) 18.5 E) 14 A 2 D 
Resolución: 
3 é sea: AC =x]= pordato:[AB=x+5 
5 
pe é  Porel Teorema de la tangente y secante: 
A D (+5 = (x+12).x 


Cc 
(— A 4 10x +25 = 44 12x 
x + 12 7 


==a 


Watenática | 


Problema 6 : Calcular "OD" si: A 
AD.DB=200, y R=15 SO 

A)3 B)4 C)5 B 

D)6 E)7 

Resolución: 


Sea: 


; A á 
- E é Para aplicar el Teorema de las cuerdas, traza- 
mos el diámetro MQ prolongando OD en am- 
F bos sentidos. 
B 
- MD.DQ = AD.DB 
A O 
7 M 


(15+x) (15 - x) = 200 


| Recuerda Que: 152-x2 = 200 


¡NS 2=s] Rpta. € 


(A+ B)(A - B) = A?-B? 


Problema (Y: En una circunferencia de 13 m de radio calcular la longitud de la flecha 
correspondiente a una cuerda de 24m. 


A)7m B)8m C)9m D) 10m E) 11m 


Resolución: 


Q á 
(Ae B flecha pedida. 
a Si: = [Pb == 
éá  Porel Teorema de las cuerdas. 
HP.PQ = AP.PB 
me (26-x)x = 12(12) 
ñ 26x -x? = 144 


| Recuerda Que: 


Sea AB la cuerda que mide 24 m y PQ la 


Xx - 26x + 144 = 0 
(x- 8) (x- 18) = O 


ñ i) 
é Como la flecha es menor que el radio la 
respuesta sería: 


AE 
co 8] Rpta. B 
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Problema P: La distancia mínima entre dos circunferencias exteriores es 8 m. y la 
0 


máxima es 20 m. Calcular la distancia entre sus centros. 
A)10m B) 11m C) 12m D) 13m E) 14m 
Resolución: 


é Del gráfico la distancia 
pedida es: 


B=R+r+8 |-(1) 


é Del gráfico vemos tam- 
bién que: 


Omáx = Úmin + 2R + 2r 
20 = 84+2R+2r 


-.(2) 


éú  Reemplazando (2) en (1). d=6+8 m 


Problema j: La figura muestra a dos 


circunferencias secantes de radios 7 y 4 pu 
metros respectivamente. La distancia entre 
los centros es 5 m. Hallar x. 
A)2m B)3m C)4m 
D)5m E)6 m 
Resolución: 
pe éá Enestetipo de problema se debe de for- 
Y * Tangenie Común Exterior mar un triángulo rectángulo donde la in- 
l | cógnita sea uno de sus lados. 
“ U éá Llevamos los radios a los puntos de 


tangencia A y B, luego por propiedad. 
— AS > 

OA 1/y 0B 1 /, en seguida trazamos 
O'M LOA= O'Q=AB=x 


é Enel 000: por el teorema de 
Pitágoras: 


o E E E E TN E 


a 


o ore dis o lo ls ¿os Adol 


El 


Problema Ó: Hallarxsi: R=9 y r=4  M 
=Y 

A) 10 B)11 Cc) 12 

D) 13 E) 14 


Resolución: 

é De manera similar al problema 
anterior, se debe de formar un 
triángulo rectángulo. 


úá Enel OD OHO', por el teorema 
de Pitágoras: 


(R-02+2= (R + r? 
R-2Rriat RRA 
x? = 4Ar 


x =2/Rr a. (1) 


dé  Reemplazando los datos y [r=4Jen la expresión (1), obtenemos: 
x = 24/9 (4) ES Rpta. C. 


Teorema de la Tangente Común exterior a dos circunferencias tangentes exterio- 
res. 


Si dos circunferencias son tangentes exteriores, la longitud del segmento de tangen- 
te común exterior es igual al doble de la raíz cuadrada del producto de los radios. 


—Y x: longitud del seg- 
mento de tangente 
común exterior. 
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Problema $: A, B y C son puntos de 
tangencia. SPAC = 30, hallar el radio de la 


A B c 
circunferencia que ocupa la posición inter- NV Y 
media. 
A)9 B)10 C) 12,5 
D) 13 E) 9,5 


Resolución: 


ú Sea “x” el radio pedido 
é Del gráfico, según el teorema anterior. AB=2v8x : lBc=2/2x 
5 é Del gráfi E 
sl == ¿a | el gráfico vemos que: 


AB + BC=AC 


A B Cc 
| O 2148x + 2Y42x =30 
412x + 212x =30 => 6v2x=30 


/2x =5 
E PE TIA 
Elevando al cuadrado: (Vex ) =5 " 2x = 25 mb o. SN Rpta. C 


Problema $: La distancia entre los centros de dos circunterencias exteriores es 15 
cm. Los radiós son de 4 y 5 cm. respectivamente. Calcular la longitud del segmento de 
tangente común interior comprendida entre los puntos de tangencia. 


A) 11 cm B) 12 cm C) 10 cm D) 9 cm E) 13 cm 


Resolución: 


o 
A. Tangentes Comunes Exteriores (1, y 1.) 


Seo 
B. Tangentes Comunes interiores (!, y 1.) 
18 la 


AS To 


.. 


Md E de Bi | 


| 


é Debemos de calcular: 


é Tratando de formar un triángulo 
rectángulo, llevamos los lados a 
los puntos de tangencia. 


é Enel rectángulo ABO'H: 
HO'=AB=x 
é Enel DmOHo: por Pitágoras: 
OH? + HO? = 00”? 


Reemplazando: 9% +x? = 152 um 


Problema É : Si: FE=10, QE=5;EP=4, 
PR=8, Calcllar el perímetro del triángulo PER. 


A) 18 B)17 C)16 
D) 15 E) 21 
Resolución: 


é Sea: EH=a y HR=b, entonces 


Perímetro del APER=12+a+bl.. (1) 


é Debemos de hallar a y b 
- Por el Teorema de las cuerdas: 


102=5(4) = [a=2]..(2) 


- Por el teorema de la tg. y sec. 


PR? = FR.HR 
m> 82 = (10+a+b).b 
Pero: a=2 1)» 64=(12+b).b, 


resolviendo b=4.. (3) 


é  Reemplazamos (2) y (3) en (1): Perimetras k 


Problema $: Si: AB es diámetro, hallar PQ; AQ = 2, QB =8 


D)J5  EJ6 EN. 


Este problema se puede resolver porvarios métodos: 
4 1er. Método: 
A B A A 
é  Comotodo diámetro perpendicular a una cuer- 
da lo divide en dos partes iguales, entonces: 


é Por el Teorema de las cuerdas: x.x=2 (8) "» x2=16 "mb  - SS Rpta. C 


P 2do Método. 
é Aprovechando que AB es diá- 
A B metro trazamos AP y PB, en- 


tonces el AAPB, resulta ser 
triángulo rectángulo. 

fé Enel .> APB, por relacio- 
nes métricas. 


PQ? = AQ.QB 
x* = (2) (8) 


A Rpta. C 


Problema pH. Si AB=6, BC=2, 


CD = 1, calcular “DE”. CAT N 
9 B 

ly an AN 
Resolución: a 


á  Porel Teorema de las cuerdas: 
E 


- En la circunferencia | 


PC.CO = AC:¿CD 


=> [(PC.CQ = (8) (1) | .. (1) 


== 


=T_ Watenática [519 
- Enla circunferencia Il . De (1) y (2): 
PC.CQ = BC. CE 


S0(M=2Dd0+x » NE E 


PC.CQ = (2) (1+x) ..(2) 
Problema $ : Siendo BM mediana del B 
triángulo ABC, AE = 6,EB = 4,FC = 3y - 
“M” punto de tangencia, hallar “BP”. F 
A) 12 B) 15 C) 17 
D) 19 E) 20 A Cc 
M 
Resolución: 


2bs SN á  Porelteorema de la Tg. y Sec: 
10 É Pe "  AM=AE.AB "> |a2=6(10)|.. (1) 
se 0 *  CM2=CF.CB "* a?=3(x+3).. (2) 


A ta É  De(1)y(2) | 
3 (x + 3) = 6 (10) MOSS Rpta. C 


SL 


A 


Problema $ : Si: R=25, r=16, calcular 
el radio de uña circunferencia que es tangen- 
te a las dos circunferencias mostradas y a la 


recta “P. e 1 
A) 20/9 B) 40/13 C) 400/81 


D) 300/81 E) 25/6 


Resolución: 


dá Sea"x' el radio pedido. 
é Por el Teorema de la tangente común 
exterior a dos circunferencias tangen- 


tes exteriores: 
AB = 21/25x 
BE = 216x 


2//25(16) 


AC 


sus 
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Del gráfico: AB + BC = AC 


W%/25x + i6x = 2,2516) => 5Yx + 4/x = 20 => 9Vx=20 
20 2 fa0Y 
5 - (9 el 


Problema () : Enla figura AB = 8; 
BC = 4 ; AC = 9, calcular “BD”. 


A)6 B)9 C)5 
D)8 E) 12 
Resolución: 


é Por ángulo inscrito: 
ESO, 
2 


mZA = 


dé Por ángulo semi-inscrito: 


MN: 
mzcaD = MEC .. (2) 


2 
0 010:na=nanz] 


é Luego ABCD - AABD (caso A - A) 


2D - 4 e lon=X|=|ane9+É 
x 8 2 2 


á Finalmente por el Teorema de la Tg. y Sec: 


DB? 


ñ 
[] 
> 
y 
x 
N 
l 
Nx 
ii 
(o 
+ 
[> 
Nr 


x 
14 
Na 
A, 
[10] 
+ 
[> 
y 
«/ 
>: 
3 
y 
> 


NEON 
PROBLEMAS N* (89) > 
S OSOS 


NES 


eS 


Problema[ 3] :Enla figura: PB = 5m.; 
BC = 3PB, hallar “PA” 


x A 


x+4 
x+2 
x+1 


G 
Resolución: Resolución: 


Problema[ 2] : En la figura mostrada | Problema : Si: P, Q, S, son puntos 
hallar el radio *r” si: 5 de tangencias, calcular “PS” 


P Q s 


5 Dl EIA 


Resolución: 


DC 


Resolución: 


Problema (5): Si: AQ = 6, QB = 2, PD 
= 9, DQ = 4, hallar “PT” 
P 
Resolución: 


Problema [6] : Hallar “DE” si: 
AB=16,BC=1,CD=2 


Resolución: 


Problema [7] : De la figura, hallar el 
radio “R” 


Resolución: 


— 6 
AE 


Problema [8] : Si: AB y AC son diáme- 
tros, DE = 3, BC = 4, AO=0C=R. 


Hallar “RP”. D 


A OB 
SS 


Resolución: 


NIVEL 1 | 


Problema $ : En una circunferencia de 
5 m. de radio, hallar la distancia del centro 
a una cuerda que mide 8 m. 


A)1tm B)2m C)3m D)4m Ej5m 


Problema 12) : Enla figura: PB =2AB, 
AB - BC = 1, si BQ =3, hallar “BC” 


A) 6 A Q 
B)5 
C)4 
a 
Cc 
E)8 P 
Problema : Una cuerda de 24 m. de 


longitud se encuentra a 5 m. del centro de 
la circunferencia. Calcular el diámetro de 
dicha circunferencia. 


A) 17 mB) 40 mC) 32 m D) 26 mE) 24m 


Problema): Calcular “CD” si AD = 9, y 
DB=4 


Cc 
A) 4 
B)5 
C)6 
D)7 
) A o D B 
E) 8 
Problema : Una cuerda mide 6 u y su 


flecha correspondiente 1 u. ¿Cuánto mide 
el radio de la circunferencia? 


A)4u. B)5u. C)6u. D)7u. E)8u. 


PROBLEMAS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
RELACIONES MÉTRICAS EN LA CIRCUNFERENCIA 


Problema : Enla figura: 
PM = 12, PA =8, hallar AB 
A) 14 M 

B) 12 

C)8 

D)9 A 

E) 10 B 


Problema ( : Calcular “AB" si: 
BC=3,CD=5,DE=4, 


A)6 ñ B 
B)8 

C) 11 

D) 12 

E) 10 5 


Problema 9 : Calcular el perímetro del 
triángulo ABC. 


A) 28 
B) 30 
C) 32 
D) 34 
E) 26 


Problema Ó : Calcular “r” 


A) 5/2 


P HL 10 — 
B)30/7  '9 pr 
D)5 

E) 25/4 

Problema “(+ : Calcular *r” 


A)2 HA 
B) 3 3 

C)4 1c 

D)5 

E) 6 


| NIVEL UU | 


Problema $: Calcular PA . PB si: 
OP = 3, r = 5, “O” es centro. 


A 


E 


Problema H: Calcular “AB” si: BC = 5, 
CD=15. 


A) 16 
B) 15 
C) 14 
D) 12 
E)9 


ABC__D 


Problema É): Hallar'x" si: 0,0, = 13 
A) 11 
B) 12 B 
D) 14 

E) 15 


Problema Ó: Hallar *r” 


A) 0,5 
B)1 
c)2 
D) 2,5 
E)3 


7» 


Clave de Respuestas 


Problema Dados dos circunferencias 
concéntricas. Si una cuerda de la mayor, 
de 24 cm. de longitud es tangente a la 
menor cuyo radio es de 5 cm. ¿Cuánto es 
la diferencia de sus diámetros? 


A) 8 cm 
D) 14 cm 


B) 10 cm 
E) 16 cm 


C) 12 cm 


Problema (): La flecha correspondiente 
a una cuerda de 24 cm. mide 8 cm. Hallar 
el radio de la circunferencia. 


B) 12 cm 
E) 15 cm 


A) 11 cm 
D) 14 cm 


C) 13 cm 


Problema): Hallar “R” si OC = 5; BC = 4 
A 


A)12 B)9 


C)6 


D)5 E) 4 
Problema Un diámetro de una 
circunferencia mide 13 m. Hallar la longi- 
tud de la flecha (en metros) que corres- 
ponde a una cuerda de 5 m. 


A)1/6 B)1/5 C)1/4 D)1/3 E)1/2 


Clave de Respuestas 


Hatenmática E 525 


Pu 


Eres ri e Jal 


qa o — 


[ 8.11 REGIÓN POLIGONAL | 


Se llama así a la reunión de un polígono con su interior. 


pa DO 


Ejemplos: 


hb MÁ 


Región Región Región Región 
Triangular Cuadrangular Pentagonal Exagonal 


ROMA] 

RAMA 

Es la medida de la extensión de una región poligonal. Se expresa en unidades cua- 
dradas: mí, cm, km, etc. 


OBSERVACIÓN: ci Eon LE 


Generalmente para abreviar se dice área de un triángulo, área de un 
cuadrilátero, etc., entendiéndose desde luego que se refiere al área de 
la región correspondiente. 


El área de un rectánguio es igual al producto de sus dos dimensiones (lar- 


go por ancho) 


E JE EL E 


Problema a El perímetro de un rectángulo es de 84 m y su diagonal mide 30 m. El área 
del rectángulo es de: 


A)432m?  B)324m?  C)128m?  D)246m?  E)328m? 
Resolución: 


+ Sabemos que: 


Perímetro [7] =2 (b + h) 


Mo =-X(b+h) 
"1 0 1) 


. Enel y ADC: por el teorema de Pitágoras: 
AD?+DCÍ=AC? => b?+h? = 30% | ...O 
+ Alos dos miembros de la ecuación €) los elevamos al cuadrado: 
(427 = (b + hy? => (42 =b?+2bh+h? 


(42 =bP+HR+2hb |... 3) 


Reemplazamos € en Y 


Recuerda que: 
(42 = (30) + 2 bh j 


o - se. mt 
a - yy 


Mor pus Y 
——_ : A AS a sé Rh 
(42 + 30 42 - 30) =2 bh el A? - E” =(A + BHA - B) Ne) 


(722) Bbh  =  (72M6)=bh => : | bh=432 |... o 


Luego: 


ÁreaLlT= base x altura 


3 ] 


¿AS O (2) 


Reemplazamos Ó en O 


Problema al: El área de un rectángulo es de 128 mí, si a su base se le disminuye 2 m y 
asu altura se le aumenta 2 m; entonces su área aumenta en 12 m?. La base del rectángulo 
inicial mide: 

A) 12m B)14m C) 15m D) 16m E) 17 m 


Resolución: 


»  Seael rectángulo inicial ABCD; cuya base es "b" y cuya altura es "h" 


Sabemos que: 


Área CO ABCD = bxh 


D 


kh— db ——a 


e Sila base del rectángulo ABCD, se le disminuye 2 m y a su altura se le aumenta 
2 m, entonces su área aumenta en 12 m”; este nuevo rectángulo le llamamos 
A'B'C'D'; veamos: 


Sabemos que: : 
pr B 
ÁrealT A'B'C'D' = Área CO] ABCD + 12 m* | 
h+2 
(b-2(h+2)=bxh+ 12 | 


A 
pñ+2b-2h - 4=pH+ 12 O AA 


2b - 2h = 16; sacamos mitad a cada término. 


bemos + [MEE o 


Reemplazamos O en O 


128=(h+8)xh =  128=h?+8h 


h? + 8h - 128 = 0 


+  Factorizamos por el método del aspa: => 


Luego: (h + 16)(h -8) = O 


A 
m  h-8=0  [j» 


Reemplazamos el valor de h = 8 ; en la ecuaciónO 


caia a 


Problema 3]: El patio de un colegio tiene 24 m de largo por 16 m de ancho. ¿Cuántas 
losetas cuadradas de 40 cm de lado serán necesarias para cubrir el piso?. 


A) 2400 B) 2300 C) 2200 D) 2100 E) 2000 
Resolución: 
* En primer lugar, hallamos el área del patio. 
Área BM = largo x ancho 


Área del patio = 24 m x 16 m= 384 m? 


A 
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» En segundo lugar, hallamos el área de cada loseta cuadrada de 40 cm de lado. 


, im 2 
Convertimos los 40cmam  =  40cm=405mMHx-— =*2m 
q. 10057 5 
Luego: 
05 Área de cada loseta = (lado)? 


acc (30) 
Area de cada loseta = 5 25 


2 
40cm<> -m 
ES 


E Área de cada loseta = A m? 


+ Ahora, calculamos el número de losetas: 


4 de losetas SAA 


área de cada loseta 


384x25 


$+ de losetas = =96x25=2 400 


El número de losetas para cubrir el piso del pati 


Problema 4) El área de un cuadrado es 144 m/. El área de otro cuadrado, cuyo lado es 
igual a 2 veces la diagonal del primero, es de: 


A)1215m? B)1152m? C)1815m? D)1620m* E) 288 m? 
Resolución: 
+ Sea el cuadrado inicial ABCD; cuya diagonal es *d". 


Sabemos que: 


Área L] ABCD = (Diagonal)? 
2 


cinc 


E ENT TES E EE 


+ Sea el segundo cuadrado PQRS, cuyo lado es igual a 2 veces la diagonal del cua- 
drado ABCD, o sea: L = 2d. 


Sabemos que: 


Área] PORS = (lado)? 


Áreal ]PORS = (2d) = 40? ....0 


Reemplazamos O en O 


Área L] PORS = 4 (288) = 1152 m? 


Rpta. B 


Problema 5l: El área de un cuadrado resulta triplicada si a uno de sus lados se le agrega 
4 m. y al otro se le agrega 2 m. La diagonal del cuadrado mide: 


AJ4VY2m  B)2m C)4m D)2V/2m  E)6/2m 
Resolución: 


+ Sea el cuadrado inicial ABCD; cuyo lado es "L”. 


B c Sabemos que: 
S Área [JABCD = 1? ....0 
A L D 
+ Siauno de sus lados de se agrega 4 m y al otro se le agrega 2 m, la nueva figura 
será: 
de bs Luego: 
(L+2) Área] MNPQ =3 (Área L] ABCD) 

M (L+4) Q (L+4)(L+2)=  3(5 


6L +8 =2L* ; sacamos mitad de cada término. 


Donde:  (L-4)(L+1)=0 


»  L-4=0 [P» 
Mm  L+1=0 [] | L=-1 


Ahora, calculamos la diagonal del cuadrado, veamos: 


: + Sólo se tomará el valor posi- 


tivo de "L*, o sea: L=4 


. Enel Zlapo: por el teorema de Pitágoras: 
B, 


zC AD” + DC? = AC? 
ré= => 2QN=A4 => y24) =d 
pa V2(4)=d =  .. [a=4y/2 m | 


o a 


Rpta. A 
Problema s| El área de un romboide es de 240 m/, si su altura mide 8 m. ¿Cuánto mide 
su base?. 


A) 20 m B) 30 m C) 40m D) 50 m E) 16m 


Resolución: 


Sabemos que: 


Área CJABCD = bxh 


Problema UF Dos lados consecutivos de un paratelogramo miden 56 m. y 24 m. respectiva- 
mente. El lado de 24 m ; determina con la base un ánguio de 30”. El área del paralelogramo es: 


A)672m?  B)288m?  C)324m?  D)528m?  E)676m? 


Resolución: 


incógnita: Área /ABCD=bxh 
3 C 


»  Calculamos "h": 
En el y AHEB: notable de 30" y 60? 


H 
H——= b=56m 4 
h en 28]. n-2 . [5EJ.-0 


Reemplazamos el valor de la ecuación O en O 


Área (CJ ABCD = 56 x 12 = 672 m* 


Rpta. A 


Problema 8j: Los lados de un paralelogramo miden 12 m y 36 m. La menor de las alturas 
mide 8 m. ¿Cuánto medirá la altura mayor?. 


A) 14m B) 20m C) 22 m D) 24 m E) 26 m 


Resolución: 


incógnita: — altura mayor: h= 2? 
+ Dela figura: 
Área [JABCD = AD-BH 


= 36m-8m 


7. | Área JABCD=36m-8m |  ...! 11) 
«e. Dela figura: AB=CD= 12m. 
ÁrealJABCD=DC-BE=AB-BE => ..| Áreal JABCD=12m-h| ...O 
7 A 


»  Igualamos las expresiones [] = [! 


: - La altura mayor del paral de: 24m. 


elogramo mi 
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SISI 
aten -D 


Problema 1 : El perímetro de un rec- Problema 3 : La diagonal de un rec- 
tángulo es 60 m. Si el largo es el doble tángulo mide 17 cm. calcular su área si 
del ancho, el área del rectángulo es: su perímetro es de 46 cm. 


Resolución: Resolución: 


Problema 2 : Calcular el área del Problema 4 : Calcular el área de un 
romboide ABCD: cuadrado cuya diagonal mide 542 m. 


Resolución: 


Resolución: 


2” 


Problema 5 : El área del paralelo- Problema 7 : El área de un cuadra- 

gramo PORS es 1243 u?. Hallar su pe- do es 30 m”. Calcular el área de un se- 

rímetro. gundo cuadrado cuyo tado es igual a la 
diagonal del primero. 


Resolución: 


Resolución: 


Problema 6 : El área de un terreno Problema 8. La siguiente figura mues- 
rectangular es 100 m? y su perímetro tra las dimensiones de un terreno que 
es 42 m. Si cada lado se aumenta en 5 tiene Manuel en Piura, valorizado en 
m, ¿en cuánto aumenta el área?. 8.000 soles. El m? vale: 


a HIO0m— 
Resolución: 


Resolución: 


Problema a) El perímetro de un cuadra- 
do es 12 m. El área es: 
B) 6 m* C) 9 m? 
E) 15 m? 


A) 3 m? 
D) 12 m? 


Problema e) El largo de un rectángulo 
excede al ancho en 2 m. Si el perímetro es 
16 m, el área del rectángulo es: 

A) 15 m* C) 18 m? 


B) 13 
D) 21 m? da 


E) 12 m? 


Problema GQ) La base de un paralelo- 
gramo mide 12 cm y su área es 96 cm?, 
entonces la altura correspondiente es 
de: 


A) 4 cm 
D) 8 cm 


B) 6 cm 
E) 9 cm 


C) 7 cm 


Problema a: Las diagonales de un cua- 
drado suman 12 m. El área del cuadrado 
es: 

B)18nm%  C)36m? 
E) 12 m? 


A)72 m? 
D) 24 cm? 


Problema 6; El largo de un terreno de 
forma rectangular mide el triple del ancho. 
Si el área es 1200 mí, calcular el períme- 
tro. 


A) 160 m 
D)90 m 


B) 150 m 
E) 120 m 


C) 80 m 


PROBLEMAS DE REFORZAMIENTO SOBRE ÁREAS 
DEL CUADRADO, RECTÁNGULO Y ROMBOIDE - 


Problema (6): Un cuadrado de 324 y? de 
área. ¿Cuánto tiene de perimetro?. 


A) 18u 
D) 72u 


B) 36 u 
E) 54 u 


C) 48 u 


Problema E: Si el lado de un cuadrado 
de 25 m? de área se incrementa en 1 me- 
tro, ¿en cuánto se incrementa el área?. 

A) 36 mE C) 9 m?* 
D) 11 m? 


B) 1 nm? 
E) 13 m* 


Problema (8): La diagonal de un rectán- 
gulo mide 13 m, la base mide 12 m, el área 
mide: 


A) 5 m? 
D) 40 m*? 


B)30m?  C)60m? 


E) 80 m? 


Problema 0) Calcular la longitud de la 
diagonal de un cuadrado de 20 mí de área. 


A)2/10m  B)Yi0m C)10m 
D)5m E) 542 m 


Problema Dos lados consecutivos de 
un romboide se diferencian en 8 m. El perí- 
metro es 64 m y la altura correspondiente 
al lado mayor mide 10 m. Calcular el área 
del romboide. 


B) 120m?  C) 180 m* 


E) 200 m? 


A) 80 m? 
D) 190 m? 


E 7 e de dio id 


MH vecs 
Problema (>: El área de un rectángulo 
mide 960 cm”. Sus lados están en la rela- 
ción de 3 a 5. El ancho mide: 


A) 24 cm 
D) 36 cm 


B) 30 cm 
E) 48 cm 


C) 50 cm 


Problema Q): El área de un paralelogra- 
mo es de 192 m?. La altura es la tercera 
parte de la base. ¿Cuánto mide la altura?. 


A)6m B)7m 
D)9m E) 10m 


C)8m 


Problema [O Encontrar las dimensiones 
de un rectángulo cuya longitud < es 4 veces 
su ancho y cuya área es 100 mé 


A)4my16m B)6my24m 
C)5my20m D)8my32m 
E) 9 m y 16m 


Problema (a): El área de un paralelogra- 
mo es de 1125 mí, sisu base excede en 20 
ma su altura, ¿Cuánto mide la base?. 


A) 24 m 
D) 45 m 


B) 25m 
E) 35 m 


C) 30 m 


Problema (6): El área de un rectángulo es 
de 644 m* y su base es 5 m. mayor que su 
altura. ¿Cuánto mide la base?. 


A) 23 m 
D) 30 m 


B) 28 m 
E) 31m 


C) 29 m 


Problema (6): Dos lados consecutivos de 
un paralelogramo miden 15 y 25 metros res- 
pectivamente. La diagonal menor mide 20 
m. El área del paralelogramo es: 

B) 300 m?  C)400 m* 
E) 600 m? 


A) 200 m? 
D) 500 m* 


Problema (7): Cuánto mide la poo de un 
paralelogramo si el área es de 960 mí, ade- 
más la base y la altura están en la relación 
de5esa3. 


A) 40 m 
D) 30 m 


B) 42 m 
E) 36 m 


C) 46 m 


Problema (8): Hallar el área de un 
paralelogramo cuyos lados son de 8 m y 18 
m respectivamente y la altura es la cuarta 
parte de la media proporcional entre dichos 
lados. 

B)36m?  C)54m* 
E) 72 m? 


A) 45 m? 
D) 144 m* 


Problema O) Dos lados consecutivos de 
un paralelogramo miden 26 m y 35 m res- 
pectivamente y forman un ángulo de 30". 
Encontrar el área de dicho paralelogramo . 


A) 544 m C) 554 m? 


D) 455 m* 


B) 545 m 
E) 655 m' 


Problema áo): Los tados de un paralelo- 
gramo miden 14 m y 35 m La mayor de las 
alturas mide 25 m. ¿Cuánto medirá la altu- 
ra menor?. 


A) 20 m 
D) 15m 


B) 10m 
E) 16m 


C) 12m 


Problema án: Un rectángulo tiene 160 m? 
de área y 52 m de perímetro. Hallar cuánto 
mide la altura del rectángulo. 


A) 16m 
D) 10m 


B) 12m 
E) NA. 


C) 14m 


Problema 42): El largo de un rectángulo 
es 3 veces su ancho, si el ancho se aumenta 
en 5 m. el área se duplicaría. ¿Cuál es el 
ancho del rectángulo?. 


A)3m 
D) 10m 


B)5m 
E) 20m 


C)15m 
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Problema 43: La diagonal de un rectán- 
gulo mide 20 m. y la tercera parte de su 
área es de 64 m”. El perímetro de dicho 
rectángulo es: 


A) 28 m 
D) 56 m 


B) 46 m 
E) NA. 


C) 64 m 


Problema 44: Un rectángulo tiene un 
área de 273 m”. Hallar sus dimensiones, 
sabiendo que su base excede a su altura 
en8 m. 


A) 21 y 13 metros 
C) 25 y 17 metros 
E) NA. 


B) 20 y 12 metros 
D) 31 y 12 metros 


Problema 45: Un terreno tiene forma rec- 
tangular. Se sabe que su perímetro es de 
98 metros, su diagonal mide 35 metros, El 
área del terreno es de: 


A) 850 m? 


a C) 588 m* 
D) 834 m 


B) 580 m? 
E) 456 m* 


Clave de Respuestas 


1.A 2.C 3.C 4.D 
5.B 6.B 7.A 8.C 
9.D | 10.B 
14.A 


31.D 
15.C 


12.B 
13.D 


NIVEL. 
Problema (1): La diferencia de las dimen- 
siones de un rectángulo es 6 m y la diferen- 
cia de sus cuadrados es 252 m/. El perí- 
metro es: 


A)70m 
D) 82 m 


B) 60 m 
E) 84 m 


C) 80 m 


Problema (2 : Calcular las dimensiones 
de un rectángulo sabiendo que la base es 
el cuádrupio de la altura y que si se dismi- 
nuye en 4 m ala base y se aumenta en 2 m 
la altura, el área sería 280 m?. 


A) 80 y 20 metros B) 24 y 6 metros 
C) 36 y 9 metros D) 32 y 8 metros 
E) 28 y 7 metros 


Problema a : Unrectángulo de 10 m por 
8 m, se va a agrandar para formar otro rec- 
tángulo de área 224 mé, para ello se añade 
una tira de igual ancho en sus bordes. 
¿Cuánto mide el ancho de la tira?. 


A)2m 
D5m 


B)3m 
E)6m 


C)4m 


Problema (4): Cuando cada lado de un 
cuadrado se incrementa en 2 m, el área se 
incrementa en 56 m?. ¿Cuánto mide el lado 
del cuadrado onginal?. 


A) 12m 
D)15m 


B) 13m 
E) 16m 


C) 14m 


Problema( 51: El área de un cuadrado es 
numéricamente igual a su perímetro. Cal- 
cular su diagonal. 


A)2 B)4 c)2Í2 


D)a4J2 E)8J2 


Problemaí_6): La suma de los perimetros 
de dos cuadrados es 92 y el producto de 


sus lados es 120 ¿cuáles son las áreas de 
estos cuadrados? 


A) 64 y 225 
D) 64 y 128 


B) 49y225 C) 64 y 256 
E) NA. 


=P 


Problema (7): El lado de un cuadrado 
más su diagonal suman 14,4852 cm. ¿Cuál 
es el área del cuadrado?. 
(considerar /2= 1,4142). 
B)36cm?  C)49cm? 
E) 100 cm? 


A) 64 cm? 
D)81 cm? 


Problema ( 8): Se prolonga un lado de un 
cuadrado en una longitud de 4 m y el extre- 
mo de esta prolongación dista del vértice 
más lejano 20 m. Calcular el área del cua- 
drado. 


B)225m*%  C) 144 m? 


A) 256 m? 
E) 81 m? 


D) 441 m? 


Problema (9): En la figura mostrada: 
Áreal ] EFGH = 784 cm? 
Área ]ABCD = 324 cm? 


Calcular el perímetro de uno de los rectán- 
gulos iguales. 


A) 68 cm 
B) 56 cm 
C) 65 cm 
D) 105 cm 
E) 120 cm 


Problema 40): En la figura, el cuadrado 
ABCD se ha dividido en tres rectángulos 
iguales. El perimetro de cada rectángulo es 
56 m. Calcular el área del cuadrado. 


A— B 
a A) 121 m? 
B) 144 m? 

C) 256 m? 

D) 300 m? 

o PA EJ 441 
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Problema Gu: La base de un paralelo- 
gramo mide 39 m, la diagonal mayor mide 
52 m y la proyección de esta diagonal so- 
bre la base mide 48 m. Calcular el área del 
paralelogramo. 

B) 860 m  C)740m? 
E) 900 m* 


A) 680 m? 
D) 780 m* 


Problema 42: Los lados de un paralelo- 
gramo miden 24 m y 40 m respectivamen- 
te, la diagonal menor mide 32 m. Calcular 
el área del paralelogramo. 


B) 870 m? 
E) 600 m*? 


A) 960 m? 
D) 708 m? 


C) 768 m? 


Problema 43): En la figura: 
EC = FD = 12 cm; 
Áreal]HBCE = 792 cm? 
Área DFGE = 312 cm? 
Calcular: 
i) El área del rectángulo AHGF 
ii) El perímetro del rectángulo ABCD 


A H B 


A) 1042 cm? y 208 cm 
B) 1044 cm? y 280 cm 
C) 1440 cm? y 260 cm 
D) 1404 cm? y 208 cm 
E) 1506 cm? y 144 cm 


Problema 43: En un paralelogramo 
ABCD, se toman los puntos medios P y Q 
de los lados BC y AD respectivamente, para 
luego unir P con A y Q con C. Hallar el área 
del paralelogramo ABCD, si el área del 
paralelogramo APCQ es de 54 m? 
B)64m?  C)78m? 
E) 124 m? 


A) 108 m? 
D) 106 m? 


Problema 45): En la figura el área del 
paralelogramo ABCD es 78 m?. Calcular la 
altura. 


B C 


A H D 
H—— x45 ——4 
A)5m B)6m C)7m 

D)8m E)9m 


Problema 16): En la figura ABCD es un 
romboide en el cual AB = HD = 18m. 
Hallar el área del romboide. 


B C 


si H 
A) 243/3m?  B) 343 m? 
Cc)127/3m? D)64m? E) 300 m* 


Problema (17): Se tiene un paralelogramo 
ABCD de 98 m? de área: se toma un punto 
interior "O" tal que: 

Área ÁAOB _ Área ACOD 


5 2 y 
Área ÁBOC _ 3 
Área AAOD 4 
Calcular el área del A AOB. 
A) 14 m? B)21m?  C)28m? 
D) 35 m? E) 40 m* 
Problema (8): En la figura se muestra al 


paralelogramo ABCD, si BM + BN = 27m, 
calcular el área del paralelogramo. 


e 


N 
M D 
HH 26m —""oemme] 
A) 186 m* B)304m?  C)643 m? 
D) 234 m? E) 452 m*? 


Clave de Respu 


El área de un triángulo es igual a la mitad del producto de su base por su 
altura relativa. 


En la figura: 


“b” es la base y "h" su altura relativa, es decir 
la altura que cae en dicha base. Entonces: 


Área Ah ABC = : b-h | 


Razones  |- 


Por "B” trazamos BE // AC, y por Trazo auxiliar 

*C” trazamos CE // AB 

m ZABC =m ZBCE=a - — Ángulos altemos intemos 
m ZACB =m ZCBE = 6 

AABC = ABCE - — Postulado A. L. A. 


Área A ABC = ? Área JABEC Por ser los triángulos ABC y 
2 BCE, congruentes. 


Área [CJABEC=b-h . Teorema del área del 
paralelogramo. 


Área AABC = 2h -  Sustituyendo 5.en4. 


[19 Área del Triángulo Rectángulo.- Es igual al producto de catetos so- 
bre dos. 


Área Dx ACB= 2 


8.32 | ÁREA DEL TRIÁNGULO EN FUNCIÓN DE SUS LADOS | 


Si "a", “b” y "e" son las longitudes de los lados de unA ABC y "pes sel semiperimetro, 
el área del triángulo ABC se calcula con la AS fórmula. 


Cc Recuerda que: 


B A 


| p = semiperimetro del ÁA ABC | 


Áre 
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Paso previo: Trazamos la altura CH. 


a Anc = ch 


a?=b*%+c?-2cm > 


h?= 


h= 


h= 


b? + 2bc +02-a2 || a? - (b? - 2bc + e?) 
2c ] 2c 


y b+c+a]b+c-al[a+c—b]a+b-c] 
/2p(2p-2a)(2p-2b)(2p-20) 


pu 
2c 


>| n= Jp(p-alp=bMP=0) | 


Área AA ABC = POP 


Área Ah Asc = Jpíp-al(p-bXp—c) 


| 


sli ¿(+0 -a? lla? -(b-oY] 


ysea CH=h , HA=m 


HA es la proyección 


de CA sobre BA 


Razones 


Teorema fundamental 


1er Teorema de Euclides 


Aplicación del Teorema de Pitá- 
goras en el la. CHA 


Factorización por diferencia de 
cuadrados 


Dando minimo común denomi- 
nador en cada paréntesis y 
factorizando los trinominos cua- 
drados perfectos: 


b? + 2bc + e?, y b? - 2bc + e? 


Factorización por diferencia de 
cuadrados. 


Reemplazando en términos de 


*p" y simplificando. 


Reemplazando 7 ent y sim- 
plificando 


Problema 1) La base de un triángulo mide 40 cm y su altura relativa es los 3 de di- 
cha base. El área del triángulo es: 8 


A)250cm? B)300cm? C)340cm?  D)400cm?  E)600 cm? 


Resolución: 


«* Según datos del problema: 


y h= ¿dem 
> 


+ Aplicando el Teorema fundamental: 


> Área Mm = 5 (40 cm) (15 cm) 


Problema 2) En un triángulo rectángulo cuya hipotenusa mide 30 m, un cateto mide el 
triple del otro. Hallar el área: 


A)150m?  B)300m?  C)200m?  D)120m?  E)135m? 
Resolución: 


* Sea las longitudes de los catetos *x” y "3x". 


+ Sabemos que: 


Área dll = 5 (1% cateto) (2% cateto) 
=> Área dl = Se Eee 11) 


o 


SS A o A E 


» Por el Teorema de Pitágoras: 


(20 +=30 => 10é=900 = X=90 | ..0O 


PER 
+  Sustituyendo O en O Área dll ¿9 > 


Problema a: Calcular el área de un triángulo ABC si: AB=21 m, BC =17 m, AC=10 m. 
A) 94 m* B) 72 m? C)106m?  D)84m? E) 170 m? 
Resolución: 


+ Como se conocen los tres lados, debemos de aplicar la siguiente fórmula. 


c Área dl ABC = ¿pip - ad ip — bip - 0) 


+ Cálculos previos: 


_17+10+21_ 
2 
% p-a=24-17=7 
A eg Jae A p-b=24-10=14 
p-c=24-21=3 


p 24 


+  Reemplazando en la fórmula: 
A SAS 
Área 4D ABC=vY24x7x14 x el 8x3x7x2x7x3=vV16x9 x 49 


=4x3x7 = 84 


Problema Al: El perímetro de un triángulo equilátero es 12 m. Calcular el área. 
AaJ4/3 m? B)4m? C)8 m? D) 6/3 m? E)12m? 
Resolución: 

* Según datos: 


Perímetro A = 12 m 


= L+l+tl=12m => 
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e Aplicando la fórmula de! área para el inángulo equilátero: 


A 2 ¿ 2 
Area A- £ Y3 > Area A = Ja 


4 d 


Problema sE En la figura: AB=9m ; BC=17m ; AC= 10 m. Calcular "h”. 
B) 6,8 m 


D)7,2 m 


Resolución: 
* Por el Teorema fundamental. 


Área a ABC = ¿CA -h 


=> | Áreas ABC = 5h | ....O 


* Aplicando la fórmula 


en función de los lados: 6 
p= és; A = 18, luego: 


Área a ABC = /18(18 —17)(18 —9X18-10) 
Área 7 ABC = /18x1x 9x8 
=> | Área ABC=36 | ..O 
+  Sustituyendo [en [): 


5h=36 = 


e 3 dun o e o CS E, 
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Problema 6]: En la figura: AB=7 u, AC=8 u, AP =2 u, AQ = 3 u, entonces el área del 
tnángulo PQD es: 


A) 19 u? B) 18 u? 
C) 16 u? D) 13 u? 
E) 22 u? 
e dy 1) 
Resolución: | 
e Del gráfico: 6 
. ; 8 8 
Área ef POD = Área L] asoc 
Pk 
- (Área Dx PAQ E 
e E l 
+ Área Z] QBD + Área PCD) ET B 
e 
E yl 1 
> Área [poo =7=8-(* 2 48 6x7, 
2 2 2 y 


Problema 7]: En un triángulo rectángulo de 726 m? de área, la hipotenusa mide 55 m. La 
suma de las longitudes de los catetos es: 


A) 29 m B) 56 m C)77 m D) 66 m E)72m 


Resolución: 


+ Segúndatos:  ÁreadA =726 


SS S =728 = | ab=1452 | ed 11) 


+ Por el Teorema de Pitágoras. 


A+ bee? > | a +1?-=3025) sl e 
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De las ecuacionesO y O) debemos de calcular "a + b". Esto no necesariamen- 
te significa que debemos de hallar primero "a" y luego "b” para después sumar 
y obtener el resultado, pues a veces se puede calcular directamente "a + b". 
Veamos: e 


+ Recordando que: a? + 2ab + b? = (a+ by, realizamos lo siguiente: 
O por 2 > 2ab = 2904 
12) =>  a+b?=3025 


E M.A.M. al+2ab+b?=5929 >= (a+b)j=77? 


e 3 arb=77m Apta. C 
Y M.A.M. Se lee; sumando miembro a miembro. 


Problema 8rF Calcular el área del triángulo ABC si AB = 16 m. 
a) e(3/3+2) m?  B) e(2/3 +4) m* 
c) 8(4/3+2) rm" p) (5/3 +4) m? 


E) 8(4/3+3) m 


Resolución: 


+ Aprovechando que el ZA mide 30", tra- 
zamos la altura BH para formar trián- 
gulos rectángulos notables. 

+ Enel AHB: notable de 30 y 60": 


BH= e => BH 
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+ Enel BHC: notable de 37* y 53" 


HC _ BH HO _8 
S B 4 
>» | HO =6 


+ Finalmente: 


Área dí ABC = > AC -BH 


Área <A 


ABC= 84/33) m? 


RAYS 


Rpta. E 
Problema 9): En la figura ABDE es un cuadrado y BCD es un triángulo equilátero. Si el 
área de la región pentagonal ABCDE esgj 4/3 + 3)mé, el área del triángulo sombreado es: 


A) 0,5 m? B) 1 m? 


C) 1,5 m? D) 2 m? 


Resolución: 


+ Como la región sombreada es un triángulo 
obtusa'ngulo, prolongamos AB y trazamos la attura 
CQ, perpendicular a dicha prolongación. 


* El [/ BOC, es notable de 30" y 60: 


2 E 


e  Elárea pedida es: 


Área frec=2 08 CQ => Área frec= 1-2 
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E 2 
= Area / ABC = 901 11) 
+ Según datos del problema: 


Area ÉTABCDE=4+Y3 =  Áreal lABDE + Área ÁBCD=4 + J3 


A< >, 


ES 
> Pe en =44+43 => IS = | 1=2 |....0 


* Reemplazamos [] en |]: 


Problema 10| En la figura hallar el menor valor de “K" para que el área del rectángulo 
sombreado sea 30 m?. 


A)6 m B)5m 
C)4m D)7m 
E)9m 


+ Según datos del problema: 
Resolución: 


Área C]MNPQ = 30 


+ Como NP//AC, 


entonces ÁNBP-— Á ABC, 


K _8-h 
luego: —- = == 
E 16 8 


+  Reemplazando O en O «(E <)- 30 =>  16kK-k?*=60 


> K-16K+60=0 => (K-10)(K-6)=0 => K=10 ó K=6 
PO 


Como nos piden el menor valor, entonces: |. K= -8m- 2 Rpta. A 
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| TALLERDE > 
S PROBLEMAS Ne 85) 


Problema 3 : Una delas alturas de un 
triángulo equilátero mide 8/3 m. Calcu- 
lar el área. 


Problema 1 : La hipotenusa de un 
triángulo rectángulo isósceles mide 80 
cm. Calcular su área. 


Resolución: 


Resolución: 


Problema 4 : Calcular el área del 
triángulo ABC. 


Problema 2 : Laslongitudes de los la- 
dos del siguiente triángulo están expre- 
sado en metros. Calcular su área. 


Resolución: 


Resolución: 


Problema 5 : La suma de la base y su 
altura correspondiente de un triángulo es 
de 84 m. La altura es 3/4 de la base. 
Calcular el área del triángulo. 


Resolución: 


Problema 6 : Si el área del cuadrado 
ANEL es 100 ue hallar el área de la re- 
gión sombreada ANG. 


Resolución: 


Problema 7 : El área del triángulo 
equilátero ABC es 64J3 , 
Calcular el área del triángulo PNC. 


B 


Resolución: 


a+b+c=24m 
y a? +b* + 0? = 200 m* 


Calcular el área del Ñ 


Resolución: 


O AAA 
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[KEEN AREA DEL TRIÁNGULO EN FUNCIK ÁREA DEL TRIÁNGULO EN FUNCIÓN DEL INRADIO (r) | 


El área de un triángulo es igual a su 


B +  Enlafigura: 


semiperimetro por el inradio. 


li 

p: semiperimetro del Á ABC, o sea: | 
p=*+ b+c | 

2 1 


r : inradio (o radio de la circunferencia 


A KÁ—AÁ a A AA AAA A AAKÉÁ 


[XX ÁREA DEL TRIÁNGULO EN FUNCIÓN DEL CIRCUNRADIO (m) 


inscrita). 


Cc E 
b Entonces: | Área ÁABC=p-r 


El área de un triángulo es igual al producto de los tres lados entre 4 veces el circunradio 


[ 


+ Enla figura: 
BC=a,CA=b,AB=c 
R : Circunradio del Á ABC (o radio de la 
circunferencia circunscrita al Á ABC). 
Entonces: 


Área AABC= 2D | 
4R 


La . 2 ME, z 
EX ÁREA DEL TRIÁNGULO EN FUNCIÓN DE UNO DE SUS EXRADIOS | 


El área de un triángulo es igual al producto de la diferencia del semiperímetro y un 


lado por: el exradio relativo a a dicho lado. 


p- ru eS aa ceci 


En la figura: | 


"r,” es el exradio relativo al lado BC 
(es decir al lado que mide *a”). 


Entonces: 
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IJEOREMA DE BURLET 


Este teorema se cumple solo en el triángulo rectángulo. El área de un 
triángulo rectángulo es igual al producto de las longitudes de los segmen- 
tos que determina la circunferencia inscrita, en la hipotenusa. 


En la figura: 
sea "P" punto de tangencia, 


BP=m , PA=n 


Entonces: 


ÁrealABC=m-n 


Paso previo: 


Llevamos el radio *r" a los puntos de tan- 
gencia "T" y "Q", luego por propiedad: 
OQ 1 AC y OT 1 BC, entonces: OTCQ 
es un cuadrado. 


Afirmaciones 


O árealhhasc=BC:AC _ (m+rin+r) Aplicación del Teorema 
2 2 fundamental del área del 
2 


= | área ABO= EMESNCEmn | triángulo. 


9 Enel aBC: (min? + (n +1? = (mn? Teorema de Pitágoras y 
> mí. +2mr+ 14 vr, +2nr+ =mÉ. + 2mn ni an cn 


O ÁreaDhabBc="M A = e Reemplazando Il en 1 y 


simplificando. 
| ÁrealX ABC =m - a] 
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CD PROPIEDADES SOBRE DIVISIÓN DE ÁREAS 


La mediana divide a un triángulo en 
dos triángulos equivalentes (es de- 
cir, triángulos de igual área). 


Y Área A ABC 


2 


Área ÁA ABM = Área Á BMC = 


Las tres medianas dividen a un tián- 
gulo en 6 triángulos equivalentes. 


Área Á AGM 
Área Á AGP, etc. 


S, =S¿=S¿=S¿=S¿=S¿= tren AABC 


Y = ¡ 
Nota: “G" es el Baricentro del ÁABC 
Yo , > nt 


O Si el Baricentro de un triángulo se B 
une a los tres vértices, se forman Baricentro 
tres triángulos equivalentes. del ÁABC 


Área Á ABG = Área Á BGC = Área ÁAGC => 


Área Á ABC 


42) Si en un triángulo se traza una 
ceviana se forman dos triángulos 
cuya razón de sus áreas es igual a 
la razón de los segmetnos determi- 
nados por la ceviana en el lado 
opuesto. 


Sea: 
S, = Área Á ABE 
S, = Área Á BEC 


Si dos triángulos son semejantes sus áreas están en la misma rela- 
ción que los cuadrados de sus lados homólogos. 


A AR AE 


“4 Si dos triángulos tienen un ángulo igual o suplementario, sus áreas 
estan en la misma relación que los productos de los lados que forman 


dichos ángulos. 
Ó| a+4=180* 


Entonces: 


ER AA 


o co e de AE: E 


E E 


Problema 1 : Los lados de un triángulos miden 6 m, 4m y 6m, respectivamente. 
Calcular el radio de la circunferencia inscrita. 


A)1m B)2m C)3m D) /2 m E) Y3 m 
Resolución: 
B +  SeaelA ABC, debemos de hallar “r” 
+  Porla fórmula del área 
del A en función del 
inradio. Ar o 


E 8 AreaAABC=p-r 


A 4 C 


e Ahora hallamos el área del A ABC por otra fórmula. Veamos: 


+  Reemplazando O en O 8er=8/2  » _r/2m | Rpta D 


Problema El: Calcular el área del triángulo rectángulo ABC si H y F son puntos de 
tangencia. 


A) 12m? B) 16 m2 
C) 8 m? D) 18 m? 
E) 24 m2 
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Resolución : ÉS 


e  Porel Teorema de las 2 tangentes, del a 
gráfico: 2 54 


[(m22] y[nz6 ¡A ; 


+  Porel Teorema de Burlet. By 


Areals ABC=m.n 


Areals ABC = 16 m? | Rpta 


Problema 3|: Calcular “r,” si AB=13 m, BC = 14m, AC=15 m. 


— 
co 


B Ay12m B)1im 
C)8m D) 10m 
A C E)7m 


Resolución: 
e  Porla fórmula del área del A en función del exradio: 


Area ZA ABC = (p- a)r, Pero: 


Area A ABC =(21-14)r, — p=19+14+15_ yy 
A ll 2 
w» Arcai ABC=7 ta a 


e  Porla fórmula del área del A en fun- 
ción de los lados. 


Area/A ABC = J/p(p-aXp—bXp=c) 
w»> AreabBABC = /21(21-14)(21-15X21-13) 


”. [ AreaZX ABC = 84 | eo e 


+  Reemplazando O en Q 


Tr, = 84 mp ra =12 m |] Rpta.: A 


a 


modas ici TS E E E o de A rs e. y 


FE AAN Y Y e 


EP A EY 


Problema 4 | Enla figura MN //AC y además: Area AMBN = Area [JAMNC. 
Si AC=5Y2 m. Hallar “MN” 


A)2m B)3m 
C)4m D) 5m 
E)6m 
Resolución: 
*  ComoMN // AC, entonces: B 
AMBN - A ABC 
* Luego porrelación de áreas: 
M N 
Area AMNB _ MN? 
Area AABC AC? 
LL x? 1. A Cc 
> == 
* 28 (5/27 2 50 5/2 


x=5m Rpta.: D 
A=5m| 


A) 14,4 m2 B) 12, 6 m? 
C) 7,2 m? D) 10 m? 


E) 16 m? 


Resolución: 


7 


1m 


Área A ABC = 14,4 m? 


> 
Ares A80=1440é | 


EnelixBFE [ EF=4m 
ws: Área lx BFE = 6m? | 
Sea Área AABC =S =? 
Por relación de áreas: 


ArealxBFE_BE-BF 6 5x3 
Area AABC BA-BC"* 5” 6x6 


Rpta. A 


Problema 6l: En la figura ABCD es un paralelogramo de 12 m? de área. Calcular el 
área de la región sombreada si “M” y “N” son puntos medios. 


Debemos de calcular: 


A)7 m? B) 8 m? 
C) 9 m? D) 6 m? 
E) 5m? 


e Según datos del problema: 


“G” es el baricentro del A ACD 


Área A BOC + Área ZA AGO + ÁreaZ1 CGD= ? 


MATEMATICA 1 FOYUENAS 


EC Matemática 4 [ s61 | 
Según las propiedades sobre división de áreas. 


e BOC =_ Area A ABC= 2(ZArea 7asco)]= * HJABCD 0 


s 


. Le , Area 7 ABCD| 


=- Area A ACD=-! = ear 
=> ArcaA AGO e 9 ABPD ..... 


[21] 


- puAc6-= , Area A ACD= 35 Arca LJ ABCO) =1uasco 0 


* Finalmente reemplazamos 0 en60 , O y O: 


Area/ABOC + Area AGO + Area AACGD= z (12m?) + . (1 21m?) + - (12m?) 


Area/A BOC + Area AAAGO +Area/ACGD = 6m? | Rpta 


Sad (MÉTODO DE TRASLACIÓN DE ÁREAS) 


e ComoenelAAGC, GO es mediana, en- 
tonces: 


Area A AGO = AreaA OGC 


« Luego el área de la superficie sombreada 
equivale al área del triángulo BCD. 


=» Area pedida = Area A BCD = > (AreaCJABCD) E 5 (12m?) =6m? 11 Rpta 


NOTA: 
Notodos los problemas se pueden resolver por este método que generalmente se 
aplica cuando en la figura del problema aparecen regiones equivalentes. 

e a 


Problema 7 |: Enla siguiente figura: 


2 
Area AAPB=13m? A)5m 
Area A BPC = 4m? B) 6 m? 
Area ACPD=8 m? C) 7 m2 


Hallar Area A APD D) 8 m? 
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Resolución: 


+  Porpropiedad sobre división de áreas: 


3n? AP 

Enel AABC:| === ... 0 
4m PC. 
Area AAPD AP 

Enel A ADC: PAR a 


+  tgualando los primeros miembros de € y 6: 
3m” _ Area A APD 


A AAAKá Area AAPD=6m? | Rpta.: B 


A partir de este problema se deduce la siguiente propiedad: 


PROPIEDAD 


En todo cuadrilátero se cumple que: 


S,xS¿=S2xSy | 


Ejemplo : En el problema anterior 


3m? x 8m? = 4m? x Area A APD + 


Problema 8 et El área de un triángulo ABC es 110 m2. Los lados AB y BC miden 15 m 
y 18 mrespectivamente. Se traza la bisectriz, BE. Calcular el área del triángulo ABE. 


A) 20 m2? B) 30 C) 40 m? D) 50 m? E) 60 m2 


Resolución: 


e Sea |AreaAABE=x 
=» ÍArea A EBC = 110 -x | 
_15-BÉ 


e  Porrelación de áreas: 110-x 18-BÉ 


x 15 
PES E > 2 A 
MA 18 “-. x=50m | Rpta.: D 


Problema _1 |: El perímetro del riángulo 
ABC es 80 m. Hallar su área. 


Resolución: 


Apta. | 120m? 


Problema _2!: Calcular el área del trián- 
gulo rectángulo ABC. 
B 


H 
F 


A 
O A 
Resolución: 


TALLER DE 
PROBLEMAS N* 


Problema 31: Si el área del triángulo 
ABE es 60 mí, el área del triángulo EBC 
es: 


A E Cc 
kt—— xd ——— A Y 
Resolución: 


Problema 41 El semiperimetro de un 
triángulo ABC es igual a 45 metros, el lado 
BC mide 12 metros y la circunferencia 
ex-inscrita relativa al lado BC tiene un ra- 
dio de 10 m. Calcular el área del triángu- 
lo ABC. 


Resolución : 


Problema 5]: El lado de un triángulo 
equilátero mide 6/3 m. Hallar la longi- 
tud de la paralela a un lado que divide al 
triángulo en dos regiones equivalentes. 


se: B 
Resolución: 


Problema 6l: Calcular el área del trián- 
gulo ABC. B 


Resolución: 


Problema 7|: El área del rectángulo 
ABCOD es 24 m?. El área de la región 
sombreada es. 


Resolución: 


Rpta. | 10m? 
Problema 8l : En la figura : 


AreaAABC=7 m? ; AreaACOD = 4m2 
Area A AOD=10 m?, Hallar Area A AOB 


Resolución: 
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| Áreas de Regiones Cuadrangulares 


. RESUMEN + ] 
1. Area del cuadrado: 2. Area del rectángulo 
a 


EN pe] 
S a 


b 
b 
| NOTA : S= Area del cuadrado | 


3. Area del romboide: 


a = diagonal mayor 
b = diagonal menor 


5. Area | 5. Area del trapecio: — | POT 


a = base mayor 
b = base menor S= ur h 
h = altura j 


6. Área del cuadrilátero circunscrito: 


p = semiperímetro del cuadrilátero 
_a+b+c+d 


2 
7. Area del cuadrilátero inscrito: 
NS p = semiperímetro de cuadrilátero 
_ ar b+c+d 
2 
S= J(p-aXp-b(p—cXp-d) 
E 


8. Area del trapezoide de diagonales perpendiculares: 


x e y son las longitudes de las diagonales. 


8.6.1 PROPIEDADES ADICIONALES: | 


+  ENEL TRAPECIO 


D 
S, = Area ABOC; S, = Area AAOD 


Area/JABCD = (Ys; 5, 'd 


1 ó 
S, =S, =S3 =S, = q Area LJ ABC 


S¡=S,=S3=S¿= q ArcaL7ABCE 


PROBLEMAS RESUELTOS TIPO I.B.M. SOBRE 
AREAS DE REGIONES CUADRANGULARES 


Problema 1) Las diagonales de un rombo son proporcionales a 2 y 3 respectivamen- 
te. Calcular la diagonal menor si el área del rombo es 48 m? 


A)6m B)8 m C)4m D)12m E) 10m 


Resolución , 
e Las diagonales del rombo son: 


B 


diagonal menor = AC ] 
diagonal mayor = BD ) 
Por dato LAC=2x =?] 
BD = 3x | 


e Aplicando la fórmula para el área del rombo: 


AC-BD 
: Area()ABCD = —— 
kl 2 — 2 
Reemplazando datos: 
40 2039) a 


e. Finalmente: AC = 2(4m) + AC =8m | Rpta.: B 


Problema 2): Si el área de la región sombreada es 9 m?, el área del trapecio ABCD es: 


A) 24 m? B) 18 m? 
C) 36 m? D) 30 m2 


E) 25 m? 


Resolución: 


ga o -— + Según datos del problema 
| Area ÁABCD= 9 m2 
3a-h ha 2 
hi > TS =9m 
| [azar 


e Debemos calcular : Area ZA ABCD = ES ] -h 


Area XAABCD=4a.h »» AreazABCD = 4(6 m2) 


Area ABCD = 24 m2 | Rpta.: A 


Problema _3| : Calcutar el área del trapecio ABCD: 


? a) 24(7 + /3)m? 
l— 12m c 
5 B) 64(2+ /3)m* 
c) 32(4 + /3)m? 
D) 16(8 +43 Jr? 
E) NA. 
Resolucion: 
Ry 
e Para calcular el área del trapecio nos B Cc 
falta conocer la altura y la base mayor. 5 


En el 4 APB, notable de 30" y 60? 
AB : : 
EA y A 


AB ns E Y 
AH=>> Y2 mw»  |AH=8/3m | 
En el Es CFD, notable de 45? y 45 | CF = FD = 8m | 


843 H F 8 D 
H———————— 20 4843 


e Entonces: 


( 
Area asco = [20300 Jan > braco | Pret 12 lo 
dee 


Problema y; Un cuadrilátero ABCD está inscrito en una circunferencia. Calcular su área 
siAB = 6m,BC = 8m,CD = 10m,AD = 12m. ( 
A) 60 m? B)72 m? C) 12/10 m? D) 18/10 m? E) 24/10 m? 


x 


Resolución: 


«e  Aplicamos la fórmula del área del cuadrilátero ins- 


crito: 
Área LA ABCD= J(p -— aXp —bXp- c Xp) ES 


calculamos el semiperimetro: 


p= 6+8+10+12 E 


18 
2 


Reemplazando en la fórmula: 


Área (A ABCD = 418 - 6)(18 — 8)(18 — 101(18 — 12) 


Problema 5|: Calcular el área del cuadrilátero MNPQ si: MQ + NP =22 m 


A)78 m* B) 106 m* 


P 
N =D 
ly C)208m?  D)132m? 
| E) 128 m? 
M Q 


A ra 


TS ES o E 


EC Víatemática 4 571 


Resolución: 
N as 


Pero por el teorema de Pitot: 


; Calculamos el semiperimetro del KA MNPOQ. 
M = Q y 2 tbecta 22m + 28 


A 


Y 


=> A p=22m 


+ Según la fórmula del área del cuadrilátero circunscnto: 


Ara Es ABIPO = pr i> Are AMARO 22mx6m 


Moa EN NPQ= = 1920 mé Rpta. D 


PUMA AAA DAA 


Problema 6| En un trapecio ABCD las lagonales se cortan en "O". Si AB//CD y 
Área AAOB=4m?, Área ÁCOD = 9 n?, calcular el área del trapecio. 


A) 30 m? B) 20 m? C) 25 m? D) 15 m? E) 35 m* 


Resolución: 


. 


Por propiedad en todo trapecio: 


Área ZO ABCD = (ys; + /83)' 
= Área /DABCD = = (dan fo] 


Problema “AE Calcular el área del cuadrilátero ABCD si M, N, P y Q son puntos medios 
de AB, EC, CD y AD, respectivamente y además: MN = 6 m, MP = 29 m, MQ = 25 m. 


A)100m?  B)180m? 
C)220m?  D)240m* 


E) 280 m? 


o 


—e 


Resolución: 


ON 


5D | MNPQesún 
paralelograma 


* Por propiedad en el trapezoide: . 0 a 


Área JMNPQ = J Area ABCD 


> Área CM ABCD = 2 Área 7 MNPQ M 


. Pero el área del paralelogramo MNPQ es el doble del área del triángulo MPQ. 


Entonces: 
Área [7 MNPQ = 2 Área dh MPQ | ....O 


+ Al sustituir []en U se obtiene que: B 


Área AABCD = 4 Área dla MPQ «L] 


+ Ahora calculamos el área del «Ah MPO. 


> Área dh MPQ =/30(30 — 29)(30 — 25)(30 - 6) ' 


+ Finalmente Úl en U y se obtiene que: 


Rpta. D 


de 


SI TN A o de e A BE 
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o NAS ANDAS ANNAN So 
OSOS IARLERDESS O 


Jia pa] 
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Problema 3 : Calcular el área del 
trapezoide ABCD: 


Problema 1 : Cada lado de un rombo 
mide 34 17 metros. Calcular su área si 
las diagonales están en la relación de 1 
a 4. 


Resolución: 


Resolución: 


Problema 2 : ABCD es un rectángulo 
de dimensiones 4 y 8 centímetros. Ha- 
llar “DE” para que la razón de las áreas 
del triángulo ADE y el trapecio ABCE sea 
igual a 2/3. 3 


Problema 4 : Calcular el área del cua- 
drilátero ABCD. Si AB = 5 m, BC = 7 m, 
CD=2m y AD=4m 


B 


A 


D 


Resolución: 
O 


Resolución: 


Problema 5 : Calcular el área de un 
rombo siendo su perímetro 40 m y la 
suma de sus diagonales 28 m. 


Resolución: 


= 


Problema 6 : El área del trapecio 
PQRS es 144/3 m?. Calcular la base 
menor. 


Resolución: 


Problema 7 : En un trapecio ABCD 
(BC // AD) las diagonales concurrentes 
en *P”. los tnángulos BPC y APD tienen 
áreas de 49 m? y 169 m? respectivamen- 
te. El área del trapecio es: 


Resolución: 


Problema 8 : Las áreas de las regio- 
nes sombreadas están indicadas en la 
figura. Hallar el área del cuadrilátero 
BMNO. 


Resolución: 


AAA 


LIGA 


a 8.7 
Areas; de Polígonos; Regulares: 
L8.71] POLÍGONO REGULAR: | 


Un polígono es regular si tiene todos sus lados iguales y todos sus ángulos también 
iguales. Es decir cuando es equilátero y equiángulo a la vez. 


. i 
| Ejemplos: +: 


Cuadrilátero regular Pentágono regular Exágono regular 
o cuadrado 


87.2 ] ELEMENTOS: | 


+ Ángulo Central de un polígono regular (0).- Es el ángulo que se forma 
al unir el centro con dos vértices consecutivos. Su medida se obtiene 
dividiendo 360” entre el número de lados. kb 


O : centro del polígono regular 


n : número de lados del polígono 
regular 


EST 
n ¡ 
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+ Apotema de un Polígono regular (ap).- Es un segmento que se traza 
desde el centro del poligono, perpendicular a uno de los lados. O tam- 
bién es la longitud de dicho segmento. 


O : centro del Polígono regular. 


ap: apotema del Polígono regular 


Propiedades: 
- El apotema siempre cae en el punto medio del lado. 
| - Enun polígono regular todos los apotemas son iguales 


Todo polígono regular puede inscribirse en una circunferencia. Esto significa que 
siempre existirá una (y sólo una) circunferencia que pase exactamente por todos los 
vértices del polígono regular. 


El Exágono regular ABCDEF está ins- 
crito en la circunferencia de centro "O". 


La circunferencia está circunscrita al 
exágono regular ABCDEF, 


"O" es el centro de la circunferencia y 
también del exágono regular ABCDEF. 


"R" es el radio de la circunferencia cir- 
cunscrita ó CIRCUNRADIO. 


Todo polígono regular puede circunscribirse a una circunferencia, o sea en todo 
polígono regular se puede inscribir una circunferencia. Recuerda que una circunfe- 
rencia está inscrita en un polígono cuando es tangente a todos los lados de dicho 
polígono. 


- Ejemplo: | --- — — EEN 


1 h 

| 

| + El Exágono regular ABCDEF está 
circunscrito a la circunferencia de 
centro "O". 


»  Lacircunferencia está inscrita en el 
Exágono regular ABCDEF. 


+ "O: esel centro de la circunferencia 
y también del polígono regular. 


| 
! 
| ap: apotema ; 5 5 inradio 


El apotema de un polígono regular es igual al 
radio de la circunferencia inscrita (o inradio). 


ERIN IN ERROR IRA RENCOR ICI 


AS a 


Área MY ABCDE = pxap | 


p  Jonde: p = semiperimetro del polígono regular. 


ap = apotema del polígono regular 


e 
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Dn e rap 1.8.M SOBRE 


Le y 5 A HZ e. POLÍGONOS REGULARES 


Problema YE Calcular el área de un exágono regular sabiendo que su apotema mide 
3 cm. 


A)18cn?  B)12/3cm? C)18/3 cm? D)27cm? E) 15cm? 


Resolución: 


+  Enlafigura ABCDEF es el exágono 
regular, OH es el apotema. Según 
datos 


| ap= OH=3 cm 
»  Calculamos el ángulo central AOF. 


3602 


mZAOF= —_———_- 
+ de lados 


>  mZM8F= > =60* 


luego se deduce que el ÁAOF es equilátero 


=> | AO=0F=AF=t | 


+  Calculamos ahora "$". En el Ano, notable de 30? y 60? 


oH=%> J3 S 3=>13 > | £=2/30m 


Área () ABCDEF =pxap ; 
pero p=“* e a Y a(243 cm) = 643 cm 


y por dato ap = 3 cm 


+ Finalmente: 


_ Vi faz temátie 'd 
Problema 2]: Calcular el apotema de un triángulo equilátero de 9/3 m? de área. 
A)J1m B)2m c)/2m  D)Y3m  EjV/6m 

Resolución: 


e Recordemos que el área de un trián- 
gulo equilátero función de su lado es: 


ME 


4 
- 00 LE E, 


+ Como el triángulo equilátero es tam- 
bién un polígono regular, podemos 
aplicar la fórmula: 


Área ÁABC = semiperímetro ÁABC x apotema 


==, 


Área ÁABC = 


2 


NS 
ESO 


Problema 31 Calcular el área de un cuadrado inscrito en un círculo de 6 m de radio 


Reemplazando: 9/3 = 


A) 72m? B) 44 m? C) 68 m? D)140m?  E)36m? 


Resolución: 


+ Del gráfico, vemos que la diagonal del 
cuadrado es el diámetro del círculo. 


Entonces: -AC=12m 


Recuerda que: 


Área 1] - (diagonal)? 
2 


Problema 4): El perímetro de un octógono regular es 32 metros, Calcular su área. 


ate da +)  ma(Ji+ im?  cy24(42 aj 


D) 64[Y2 -1]mé — EJNLA 


Resolución: 

+ Como los 8 lados del octógono regular 
son iguales y según datos suman 32 m, 
se deduce que cada lado mide 4 m 

+ El ángulo central mide: 


m ZFOG= > = 45 


* Para calcular área pedida, nos falta 
conocer el apotema. 


En ell OMG, notable de 22,5? y 67,5? 


> a e 
Problema 51 Calcular el área de un exágono regular inscrito en un círculo de radio "R”. 
A)6R? B) 4R? 0/3 D)3m?2/3 EJ3R* 
2 2 


Resolución: 


+. Se deduce que el exágono regular se compo- 
ne de 6 triángulos equiláteros congruentes. 


Por lo tanto: 


| Área () ABCDEF = 6 Área AA AOB | 


E = 2 
> Área nn =6. _- 


En este problema ct como en otros, n no fuen necesario aplicar la fórmula para 
el área del poligono resular: semiparinezo x apotema. 


Problema 6|: Calcular el área de un dodecágono regular de lado igual a 10 cm. 


a)3002+/3)om? e) 200(2 + /3)em" cra00/2 + /3)om? 
0) 500(2+/3)om* E) 600(2+ J3jen” 


Resolución: 


B + Para hallar el área pedida nos falta 
T | calcular el apotema. Por razones de 

5 comodidad dibujamos sólo una parte 
:d | > del dodecágono regular. Notar que AB 
es uno de los 12 lados iguales y que el 

5 


ángulo central AOB mide: 


"> 
=S 


» CENTRODEL 


POLIGONO mZAOB= 


360” _ age 
12 


- Eneldll OMB, notable de 15* y 75*, por 


propiedad: 
BM _ MO 
de aa 
5 ap 
> == > 
1 2 


. Finalmente, aplicamos la fórmula; Área = semiperímetro x apotema 


Entonces: 


A 


Rpta. A 


» 
AO, a 


Oo TALLERDE= > 
AO A O Sy) S 
PROBLEMAS N* (38). 

NSSOSIAROSOOSÓS 


Problema AL: Un cuadrado de 144 m* 
de área está inscrito en un círculo cuyo 
radio mide: 


Problema 3: Calcular el área de un 
exágono regular de 10 m de lado. 


—:0 
Resolución: 


Resolución: 


Problema 2: Hallar el área de un 
triángulo equilátero inscrito en una cir- 
cunferencia de 8 m de radio. 


Problema 4: Calcular el lado de un 
octógono regular de 72 v2 + 1) mé de 
área. 


Resolución: 


Resolución: 


: PROBLEMAS TOMADOS EN LOS CONCURSOS DE = A 


MATEMÁTICA ORGANIZADO POR LAS ACADEMIAS: 
PIT. Ap CÉSAR VALLEJO, TRILCE, ALFA, SIGMA. 


Problema 1 | Enla figura: sea el triángulo ABC, AC = BC. Sea P un punto cualquiera de 
AB, y XP LAC; YP 1 BC. Si XP =5 m; YP =8 m, Hallar la longitud de la altura BT. 


Cc A) 15 m 
B)13m 
C) (30/4) m 
Y D) (26/3) m 
Xx Y E) 10m 
A E B 


Resolución: 


e  Trazamos CP, 


luego: 
área Á APC + área Á BPC 
= área Á ABC 
y E 
=> BT=5+8= 13 m 
Rpta. B 


Problema 2 |: Los lados de un trapecio isósceles miden 10; 5 ; 5 y 16. ¿Cuánto mide el 
área del trapecio?. 


A)504/3 B)72 0) 52 D) 48 E) 2642 


Resolución: 


2 RW TT SAS MA 


* Como: 


AeHa= Dcro 
» 


+ Enel /ÁBHA: 


D h=v5*-38 > 


H F 
A A AE 
16 '”>——u—u——4 
FAD+BC it 
*« área ZAABCD = o Hh > 


x ] 


ayéna 
B) 3/6 
0/8 
Dé /3 
E) 2/5 


Resolución: 


+ Teniendo en cuenta que en el cuadrado, y en cualquier paralelogramo, las diagonales 
se cortan en su punto medio, notamos que en el/] BDC, "G" es su Baricentro. 


B +  Porrelación de áreas en el ZÍBDC: 


o 


Pero: 


área Z] BDC = 5 áreal] ABCD| ..(2) 


+  Reemplazando [] en [] 


1 


Área 4 OBG=- [ ,, ÁreaL ]ABDC] = ÁrealJABDC 


: 2 
Área Jos = 5  PPta. A 


Problema a+ ¿Cuál es el área máxima del triángulo que puede ser inscrito en una 
semicircunferencia, si el radio mide: 2k!22. 


1 
6 


INES B) k? C) 4k D) 2k E) 2? 
Resolución: 
E A A Recuerda que: 
; ] Por teoría de exponentes, 
ALTURA ag? 5 


2 SN (Ley) 
2 dk —+— 2W/k 


=- Enla figura adjunta vemos que todos los triángulos que pueden ser inscritos en la 
semicircunterencia, tienen por base al diámetro AB;luego deducimos que para que 
el área sea máxima, deberán tener la máxima altura, que será OC (radio) 


BASE x ALTURA 


Área máxima = 


O o E 


CN A 


=C PH ) 17 7 


Resolución: 


» Sea ABC el triángulo rectángulo y MNPQ el rectángulo 


16 
? RO 


+  Porsemejanza: LAN MBN - AN ABC 


kx > MIS LO 


(105) > 16k-k2=64 = k?-16k+64=0 
(k- 8) (k-8)=0 


=> k-8=0, .. | k=om | mpra.o 


Problema : ABC y CDE son dos triángulos equiláteros de lados "2x" y “x" respectiva- 
mente. El área del triángulo BCD es: 


A) 228 4/3 
B) (4 /3)/2 
cy V3/4 
D 43 

E) 3? 43 


Resolución: 


+  Enelánguio llano ACE, se de- 
duce que: 


+  Dibujamos aparte al Á BCD: 


B D . Enel N CHD, notable de 30* y 60*-: 
CD 
DH = 22 43 he 
Ñ 243 > [om-2 O 
2 ' Reemplazanda(Der(2) 
. eemplazan 
H ss NS 
C área Asco 3)=% - 
2 z 
Problema : La figura es un trapecio isósceles de mediana MN y altura "a". P es punto 
medio de la base mayor. Hallar el área total de las regiones sombreadas. 
A) 82*/17 
B)72/8 
C) 8a7/9 


D) 7a?/9 
E) 9a*/8 


WAY 

hal 
D £ e 

kb a _-— mp. 2 "mtm gq ms] 

Del gráfico, El área + Área Sombreada = 9 Áreas l£. 


total sombreada equi- a,a 7h 
vale a 9 veces el área =9x 8 % 
de 1 bz sombreado: + Í 


- NIVEL 1 


Problema Dm: La base de un triángulo 
mide 36 metros y su altura correspondiente 
mide 5/9 de la base. El área del triángulo 
es: 


A) 190 m? 
D) 330 m? 


B) 280 m? 
E) 420 m? 


C) 360 m? 


Problema Q) La hipotenusa de un trián- 
gulo rectángulo mide8 /10 metros y uno de 
los catetos mide el triple del otro. El área 
del triángulo rectángulo es: 

A) 96 m* C) 78 m* 


a B) 106 m? 
D) 40 m 


E) 60 m? 


Problema (3): En un triángulo isósceles 
ABC: AB=BC=30cm; AC = 36 cm. Deter- 
minar el área del triángulo ABC. 

B) 324 cm?  C)84 cm? 


A) 408 cm? 
E) 432 cm? 


D) 168 cm? 


Problema (8): El área de un triángulo 
equilátero de lado 16 cm es: 


A)52/3 cm? B)40cm”  C)128 cm? 


D) 64 4/3 cm? E) 280 cm? 
Problema O: En un triángulo de 630 m? 


de área una altura mide los 5/7 de su base 
correspondiente. Dicha base mide: 


A) 42 m 
D) 24 m 


B) 30 m 
E) 46 m 


C) 28 m 


Problema (6): Las diagonales de un 
rombo son entre si como 2 es a5. Siel área 
del rombo es de 720 mí, la diagonal menor 
mide: 


A) 24 m 
D) 18m 


B) 30 m 
E) 20 m 


C) 25 m 


Problema m): El área de un trapecio es 
60m? y sus bases miden 9 m y 6 m respec- 
tivamente. ¿Cuánto mide la aftura?. 


A)J6m 
D)9m 


B)7m 
E) 10m 


C)8m 


Problema (8): Un cuadrilátero está cir- 
cunscrito a una circunferencia de 5 m. de 
radio. Si dos lados opuestos suman 24 m. 
El área del cuadrilátero es: 


B) 90 m? 


C) 128 m* 
E) 72 m? 


A) 100 m? 
D) 120 m? 


Problema (a): ¿Cuál es el área de un tra- 
pecio cuyas bases miden 30 m y 18 m, res- 
pectivamente y la altura es de 12 m?. 


B) 280 m? 


. C) 306 m? 
E) 144 m 


A) 128 m? 
D) 288 m? 


Problema 40: El área de un trapecio es 
240 mY, la suma de las bases es 60 m, la 
altura mide: 


B)9m 
E)12m 


A)8m 
D) 11m 


C) 10m 


Problema 4m: La mediana de un trapecio 
mide 16 m y su altura 23 m. ¿Cuánto mide 
el área?. 


B)306 m* C)424n* 


E) 368 m? 


A)142m? 
D) 266 m? 


Problema e: La altura de un trapecio 
mide 8 m y el área es de 144 m?. ¿Cuánto 
mide la mediana del trapecio?. 


A) 12m 
D)9m 


B)16m 
E) 20 m 


C) 18 m 


Problema a: El perímetro y las diagona- 
les de un rombo suman 102 m. Si el lado y 
la diagonal menor son como 5 es a 6. Hallar 
el área del rombo. 


B) 216 m? 
E) 300 m* 


A) 215 m? C) 168 m? 


D) 200 m? 


Problema Ga: El perímetro de un rombo 
es 52 m, la diagonal mayor mide 24 m. Cal- 
cular el área del rombo. 


B) 80 m? 
E) 140 m? 


A) 60 m? C) 100 m*? 
D) 120 m? 
Problema GB: La suma y la diferencia de 
las diagonales de un rombo es de 76 m y 20 
m respectivamente. El área del rombo es: 


B)524m?  C)324 m? 


E) 576 m? 


A) 672 m* 
D) 608 m? 


Problema 48: El perímetro de un triángu- 
lo equilátero es de 36 m. El área de dicho 
triánguio es: 


A)100m?  B)72m? 0) 3643 m? 


D)24/3 m? E) 60m? 


Problema (17: El área de un triángulo equi- 
látero es de 7543 m?. Calcular su altura. 


A)8 m 
D) 15 m 


B) 10m 
E) 18 m 


C) 13m 


» Ono 


Problema 48): El área de un triángulo rec- 
tángulo isósceles es de 36 m”. ¿Cuánto 
mide la hipotenusa?. 


A)12 m 
D) 16m 


B)10m 
E) 20 m 


C)8m 


Problema 4: La hipotenusa de un trián- 
gulo rectángulo mide 15 m y la diferencia 
de los cuadrados de los catetos es 63 m?. 
El área del triángulo es: 
B) 54 m* C) 48 m? 


A) 60 m? 
E) 80 m* 


D)70 m? 


Problema ko: El área de un triángulo 
equilátero ABC es 64 /3 m?. Si se unen los 
puntos medios de sus lados se obtiene otro 
triángulo cuyo perímetro es: 


A) 18m 
D) 36 m 


B) 21 m 
E) 24m 


C) 30 m 


Problema E: En un triángulo ABC se tra- 
za la mediana BE. Siel área del Á BEC es 
24 mí, el área del A ABC será de: 

B) 30 m* C) 40 m? 


A) 24 mé 
E) 72m? 


D) 48 m* 


Problema 02: El apotema de un cuadra- 
do mide 2 m. El área de! cuadrado es: 


A)2 m? B) 4 m? C)8 m? 
D)JaJ2mó  E)16m? 


Problema ey: El perímetro de un 
exágono regular es 30 metros. ¿Cuánto 
mide el radio de la circunferencia circuns- 
crita al exágono?. 


Aim 
D)4m 


B)2m 
E)5m 


C)3m 


<C iHatemática 


Problema 24): En un cuadrilátero ABCD, 


las diagonales se cortan en "O". Sabiendo 
que: 


área A AOB=2m? 
área Acoo =6m? 
área Anroo =4m* 


Calcular área A BOC. 
A) 3m? B) 2 m? C) 4 m? 
D) 5 m? E) 8 m? 


Problema 25): Una superficie cuadrangu- 
lar tiene un área de 100 m?. Si se unen los 
puntos medios de sus lados se forma un 
paralelogramo cuya área es de: 


A) 25 m? B) 30 m? C) 50 m? 
D) 75 m? E) 80 m? 
Problema (26): El perímetro de un triángu- 


lo es 30 metros, si el radio de la circunte- 
rencia inscrita es de 2 m, el área del trián- 
gulo es de: 


A) 60 mé B) 45 m? C) 30 m? 
D) 15m" E) 20 m* 
Problema 27: En un triángulo rectángulo 


la circunferencia inscrita determina sobre la 
hipotenusa dos segmentos que miden 13 y 
8 metros respectivamente. ¿Cuánto es el 
área de dicho triángulo rectángulo? 


A) 64 m? 
D) 104 m? 


B) 78 m? C) 106 m?* 


E) 98 m? 


Problema 28: Si "G" es el baricentro de 
un triángulo ABC de 60 m? de área, el área 
del triángulo AGB es de: 


A) 10 m? B) 20 m? C) 30 m? 
D) 40 m? E) 50 m? 
Problema : Un triángulo ABC tiene un 


área de 32 m”. Sobre el lado AC se toma un 
punto "Q" tal que: AQ = 3QC. Calcular el 
área del triángulo ABQ. 
B) 16 m? C) 24 m? 


A) 8 m? 
E) 20 m? 


D) 12 m? 


Problema $0): En un triángulo ABC se tra- 
zan las medianas AN y BM que se cortan 
en "O". Si el área del triángulo AMO es de 
15 m?, el área del triángulo ABC a 


í 
B) 60 m —-—-0345 m? 
E) 90 m? 


A) 20 m? 
D) 100 m? 


Clave de Respuestas 
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NIVEL 1 


Problema q: Una de las diagonales de 
un rombo mide 5 metros menos que la lon- 
gitud de la otra diagonal. Si el área del rom- 
bo es 42 m?, la suma de las diagonales es: 


A) 17m 
D) 15m 


B) 21m 
E) 12m 


C) 19m 


Problema O): La diagonal de un cuadra- 
do mide ay2 . ¿Cuánto mide el semiperiíme- 
tro de otro cuadrado cuya área es el doble 
del área del primer cuadrado?. 

J 


B) 2a/2 C) 4a/2 


E) 4a 


A) 2a 
D) 8a/2 


Problema O): Los lados de un paralelo- 
gramo tienen longitudes de 6 y 8 metros. Si 
una de las alturas mide 7 metros, el área 
del paralelogramo es: 


A) 56 m? 
D) 21 m? 


B) 42 m? C) 28 m? 


E) 36 m? 


Problema Q: Las longitudes de los lados 
de un triángulo rectángulo están en progre- 
sión aritmética de razón 3 m. El área de di- 
cho triángulo es: 


A) 54 m? 
D) 40 m? 


B) 60 m? C) 48 m? 


E) 70 mé? 


Problema E): ¿Cuál es el área de un 
triángulo rectángulo, si la altura relativa a la 
hipotenusa divide a ésta en dos segmentos 
que miden 4 y 9 metros?. 


B) 42 m? C) 54 m? 


E) 20 m? 


A) 56 m? 
D) 39 m? 


Problema (6:: En un triángulo ABC: AB = 
16m;AC=20m;m Z BAC = 37". El área 
del triángulo ABC es: 


B) 84 m? 
E)70 m? 


A) 96 m? C)72 m? 
D) 60 m? 
Problema : El perímetro de un triángu- 
lo rectángulo mide 36 metros y la suma de 
los cuadrados de sus lados es 450 mí. Cal- 
cular el área del triángulo. 


B) 60 m? 
E) 48 m? 


A) 40 m? C) 54 m? 
D) 72 m? 
Problema E): El lado desigual de un trián- 
gulo isósceles mide 20 m. Calcular el área 
de dicho triángulo sabiendo que su perime- 
tro es 50 m. 


A)100/5m? B)504/5 m? 
D) 80 m? E) NA. 


C) 50 m? 


Problema (9): El área de un triángulo 
isósceles es 18 /5m? y sus lados congruen- 
tes miden 9 m cada uno. Calcular su perí- 
metro. 


A) 10m B) 20 m C) 30m 
D) 40m E) 50 m 
Problema 40: El perímetro de un rombo 


es 104 metros. Uno de los ángulos interio- 
res mide 30”. El área del rombo es: 


A)338m?  B)288m?  C)336m? 
D)216m? E) 324 m? 
Problema : Las diagonales de un rom- 


bo suman 68 metros. El área es 480 m?. 
Las diagonales se diferencian en: 


A)17 m 
D) 28 m 


B) 22m 
E) 30 m 


C) 25m 


A 


EC Matemática P 22222222 A 


Problema 42: Un rombo es equivalente 
a un cuadrado. El perímetro del cuadrado 
es de 216 metros. Si una de las diagonales 
del rombo es el triple del lado del cuadra- 
do, ¿Cuánto mide la otra diagonal del rom- 
bo?. 


A) 40 m 
D) 30 m 


B) 24m 
E) 36 m 


C) 28 m 


Problema 43): Las diagonales de un 
rombo miden 36 m. y 20 m. respectiva- 
mente. Si la diagonal menor se aumenta 
en 4 m. ¿Cuánto hay que disminuir la dia- 
gonal mayor para que el área permanez- 
ca constante?. 


A)J5m B)6m 
D)8m E)10m 


C)4m 


Problema 44: Una diagonal de un trape- 
cio isósceles mide 13 m. Si la altura es de 
5 m, el área del trapecio es: 


B) 50 m? C) 60 m? 


A) 40 m? 
E) 80 m? 


D) 70 m? 


Problema 5): Un triángulo y un trapecio 
tienen áreas y alturas iguales. Si la base del 
triángulo mide 24 m ¿Cuánto mide la me- 
diana del trapecio?. 


A)12m 
D) 36 m 


B) 18m 
E) 48 m 


C) 24 m 


Problema 46: El área de un trapecio es 
180 mí, la altura mide 12 m y el segmento 
que une los puntos medios de las 
diagonales mide 8 m. ¿Cuánto mide la base 
mayor?. 


A) 23 m 
D) 14m 


B) 13m 
E) 27 m 


C) 20m 


Problema AT: El apotema de un triángu- 
lo equilátero mide 43 m. El área del trián- 
gulo es: 


B)18/3m?  C)24 m? 


E) 12m? 


A) 27 m? 
D) 943 m? 


Problema (18: Calcular el área de un 


octógono regular cuyo lado mide dei 
metros. 


B)2 m? C)3 m? 


E) 5 m? 


A)1m? 
D) 4 m? 


Problema 49: El perímetro de un 
dodecágono regular es 24 m. Calcular el 
radio de la circunferencia inscrita en dicho 
dodecágono (Rpta. en metros). 


B)2+Y3  C)3+43 


E) 5 + 43 


A)1+ 4/3 
D) 4 + 43 


Problema (20: Calcular el área de la si- 
guiente superficie: 


A) 3 m? B)6 m? C) 243 m? 
D)3V/3m?  E)4m? 


Problema 21) Calcular r. 


A)2 B)3 0)4 
D)5 E) 6 


Problema ¿2 Si el área del cuadrado 
ABCD es 144 m?, el área de la región 
sombreada es. 


E 
A) 24 m? 
a £ B) 36 m? 
C) 20 m? 
D) 16 m? 

2 

¿ D E) 18 m 


Problema Calcular el área del si- 
guiente trapecio isósceles ABCD. 


r6maA 


B Cc 


A D 
LAA 
A)106mé  B)132m?  C)112m* 

D)164m? E) 144 m? 


Problema 24: El área del trapecio ABCD 
es 40 m. El área de la región sombreada 
será de: 


=3k 


As D 
A —————-- KA 
A) 35 m? B) 32 m? C) 30 m? 
D) 25 m? E) 20 m? 


Problema 25): El área del Á MND es 18 
mí, hallar el área E ABCD. 


B) 12 m? C) 16 m? 


A)9m? 
E) 8 m? 


D) 6 m? 


Clave de Respuestas 
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Área: de Regiones Circulares: 


MENS ÁREA DEL CÍRCULO | 


El círculo es una superficie plana que resulta de la reunión de una circunferencia 
con su región interior. 


GUNS 
y E to 


CÍRCULO = PUNTOS DE LA U REGIÓN 


TE 


REGIÓN 
INTERIOR 


CIRCUNFERENCIA INTERIOR 


j | El área de un círculo es igual a x por el radio al cuadrado | 


á Recuerda que: 


El círculo es una superficie y la circun- 
ferencia es una línea curva cerrada. 
Por lo tanto el círculo tiene área y la 
circunferecia tiene longitud, dada por la 
siguiente fórmula: 


| 
L | (-) Larcunrenencia = 2701 
» ÁREA ¡0 = er? IS A 


A A A 


EEN ÁREA DEL SECTOR CIRCULAR 


El sector circular es una parte del círculo limitada por dos radios y un arco de 
circunferencia 


| Ejemplo: | 


En la figura vemos al sector circular AOB. 
A veces para abreviar se escribe: 


ZÁAOB: se lee "sector circular AOB" 


El área del sector circular es una fracción del área del círculo que se obtiene con 
las siguientes fórmulas: 


Ú En función de a y r 
A 


e r = radio del círculo 
L a = ángulo central en 


grados  sexagesimales 
Ú En función de r y L 
L = longitud del arco AB 


B » 
| Área ZBAOB = Zea 


NOTA: De los fórmulos (y O generolmente se oplico con moyor frecuencia lo fórmula O) 


—— 


TEE CASOS PARTICULARES: 


Para algunos ángulos notables el área del sector circular correspondiente se puede 
hallar en torma inmediata en función del radio veamos: 


e e Y A E o E EA 


MX ÁREA DE LA CORONA CIRCULAR 


La corona circular es una región limitada por dos circunferencias concéntricas. Su 
área se obtiene por una simple diferencia: 


Área dela _ Área () mayor - Área (E) menor 
corona circular 


tt 


sl | Área de la corona circular = r(R? - 


KXN ÁREA DEL SEGMENTO CIRCULAR |] 


El Segmento circular es parte de un sector circular comprendido entre una cuerda 
y un arco. En la figura, la superficie sombreada es un segmento circular. 


Sea "S" el área del segmento circular indicado 
en la figura, entonces: 


a 


S = Área del sector AOB - Área del triángulo AOB 


nucl Coveñas Haguiche 2 


Uns=="1) 


Problema 1; El E de un círculo es 16 metros. Calcular su área. 


A) 8x m? B)36xm?  C)49nm?  D)64xm?  E)16rm? 


Resolución: Ú 
e 


Sabemos que: 


2 [ Area Q=ré | diámetro = 2 radio 
—_——” y y 
> Área(O) = 1(8m) ttm = 2r 


ISS 


Rpta. D 


Problema Calcular el área de un círculo sabiendo que la circunferencia que lo limita 
tiene una longitud de 10x cm. 


A)5xcm?  B)i5rem? C)25rcm?  D)50rcm? E) 1001 cm? 


Resolución: 


+ En primer lugar calculamos el radio. Sabemos que: 


Lar > 101 = 2r.-r 


* Ahora recién calculamos el área: 


Rpta. € 


A)4-T B)16-x 


C) 4(6 - 41) D)4(4 - n) 


E) 8(6 - x) 


+ Se deduce que el radio del círculo es 2. 

+ Del gráfico vemos que el área de la región 
sombreada se obtiene mediante la diferencia del 
área del cuadrado y el área del círculo. 


Área sombreada = Área L]ABCD - Área (O) 


=4?- (24 
SIS 


Rpta. D 


Problema 4]: Hallar el área de la superficie sombreada si el lado del triángulo 
equilátero es 4u. 


A) (4/3 —1) u? 
B) 2(2/3 +1.) u? 
C) (243 -21) u? 
D) 2(2/3 -x) u* 
E) NA. 


Resolución: 


Manet Poca iaa 7 
El área pedida es igual al área del triángulo 


equilátero menos el área de los tres secto- 
res circulares iguales. 


Calculamos el área del Á equilátero ABC 


Área Á ABC = ES 


h E 
=> Área Á ABC = aya 


> 0 


A lo h> f 60 y E 
Área de los tres sectores iguales = 3| Área dee) | = a o p.2 
¡8 2 

Área de los _ 2 e 
== 3 sectores ae ja 


+ Finalmente: 


Área sombreada = Área Á ABC - Área de los 3 sectores 


... O 
Reemplazando D y D enl: 


Área sombreada= 443 u? — 24% 
Área sombreada = 2243 -x) u? | Apta D 

Problema 5: En el cuadrado ABCD, , haciendo centro en "B" se traza el arco ÁMC y 
haciendo centro en "D" se traza el arco ANC. Hallar el área de la superficie sombreada. 


> 


A) 5(r - 2) 
B) 4(x - 2) 
C) 2(x - 2) 
Dr -2 
Er +2 


Resolución: 
. Del gráfico: 


Área sombreada = 25 22] 
+ Pero: S = Área (4 Área Úl 
2 2 


sc Fo a 17 A >=————————— 601 
2 


+. ReemplazandoÓ en OY 


. | Área sombreada = 2 (1 -2) ] Rpta. C 


Problema 6 : Calcular el área de la superficie sombreada. 


A) a?/2 B) a?/3 
C) a/a D) a?/5 
: E) a76 


Resolución: 


*  Aplicamos el método de "traslación de áreas”. Veamos: | 


Y 
r 

' Fig.1 Fig. 11 Fig. III 
í + Finalmente en la Fig. HI, vemos que: 

: Área sombreada = 1 Área LJ ABCD 

» 4 

/ ETA 

. > Área sombreada= 9%. | Rpta. C 

É : 4 
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Problema 4: La superficie sombreada de la figura está limitada por la semicircunferencia 
ALD y por el arco AFD de centro M y radio MA. Si BC = 2AB = 4m. Calcular su área. 


A)2m? B) 3 m? 
C) 4 m? D) 5 m* 
E)6 m? 


Resolución: 


. Del gráfico vemos que el área pedida es igual al 
área del semicírculo DLA menos el área del seg- 
mento circular DFA. Abreviando: 


> Área O) =2x O 


, F ls D a D A 
. Area ES, = Área ¿Ayéz - Área DR 
M M 


2 242.242 
= <af2v2) AE 


Al só j 


+  Reemplazando O y O en6O): 


Área sombreada = 27 - (2%. - 4) 


A SS, E A 


o dl E: Dt 


Problema 8: Enla figura el radio del círculo es 8 m y el arco AB mide 12 m. El área de la 
región sombreada es: 


A) 48 m? B) 36 m* 
C) 52 m* D) 72 m? 


E) 64 m? 


Resolución: 


+  Aplicamos la fórmula del área del sector circular en función del radio y de la 
longitud del arco. Veamos 


| Área LA AOB= e | 


= ' Areadhaoe= 1-8 m (12 m) = 48 m* ] pta. A 


Problema 31 Calcular el área de la corona circular que se muestra si AB = 8m 


A) 8rn m? B) 16n m? 
C)24xam?  D)32xm* 


E) 64x m* 


Resolución: 


+ El área de la corona circular mostrada 
en la figura es: 


Área de la corona circular = (AR? - 4) | ...O 


+ Enel Ys AMO, por el teorema de Pitágoras: 


¿e | F-é=16 | ...0 


os Hanadl Corñas TaGllcia 


*«  Reemplazando € en Y 


Área de la corona circular = 161 m? j Rpta. B 


Problema 10; : Tomando como diámetros los lados AB, BC y CA del triángulo rectángulo 
ABC, se construyen las semicircunferencias indicadas en la figura. Si el área del 4% ABC 
es 20 m?, hallar el área de la región sombreada. 


A)5 mé B) 10 m? 
C) 15 m? D) 20 m* 


E) 25 m? 


Resolución: 


.« Enel BAABC: AB=c;BC=a;CA=b 
Por el teorema de Pitágoras: 


+ Del gráfico: 


Área sombreada = Área (42% + Área 
+ Área LA ABC - Área (“2% 


2 


ye ¿2 > 
= Áreasombreada= al) 42 2) ¿88,1 (5) 


E) * TY 


2 


+. ReemplazandoÓ en60: 


E RE > 

Área sombreada 1%. + qe esto es el área del ABC 

=> Área sombreada = Área eA ABC (Teorema de las lúnulas de Hipócrates) 
Área sombreada = 20 m* | Rpta. D 


=> En 

E 277977718_ WIN 
Problema 1; Desde los vértices del cuadrado ABCD de lado "a" se describen arcos de 
radio también "a" (ver la figura). Calcular el área de la región sombreada 


2 A ] E 
a) 5 (91+2/3-3) B) * (2n+0/3-9) 


E FAA 
Cc) *¿(2r<J3-3] 0) y (9r+243-9) 


E) NA 


Resolución: + Del gráfico vemos que: 


Bs 23 C  [Áreasombreada = Árel_] ABCD - 4 Área ===="="" BEC| .0 


e  Calculamos el área del triángulo mixtilíneo BEC. 


Recuerda que: 


Cc Del gráfico: 


Área “=== BEC = Área LL] ABCD - Área A AED 
Ñ = I 
=2 [res $ | 


> Área BEC= áí— ei dra | 


> | Área ==> BEC = e-£B- E 0 


+  Reemplazando O en €): Área sombreada = $ Al e = | 
Área sombreada = -34 + cd y3 + qe 
7 Área sombreada = (2 AN 343 =9) Rpta. B 


Problema a : Calcular el área de la 
parte sombreada si ABCD es un cuadra- 
do de lado 4 metros. 


Resolución: 


Problema 2: Calcular el área del trián- 
gulo curvilineo sombreado. 


Resolución: 


Problema 3: Hallar el área de la par- 
te sombreada. 


Resolución: 


Rpta. 


Problema 4: Calcular el área de la 
corona circular mostrada si R +r= 12m, 
y R-r=4m. 


Resolución: 


Problema 5 : El área del cuadrado 
ABCD es 36 m”. El área de la región 
sombreada es: 


Problema 6: Calcular el área de la 
superficie sombreada. 


— $12 m —— 
Resolución: 


Problema Y: Calcular el área del sec- 
tor circular sombreado. 


Resolución: 


Problema 8 : Calcular el área dela re- 


gión sombreada si: AC = AE = 6v2 u 


Cc 


Resolución: 


PROBLEMAS TOMADOS EN LOS CONCURSOS DE 


MATEMÁTICA ORGANIZADO POR LAS ACADEMIAS: 
PIT ÁGORAS, CÉSAR VETO; TRILCE, ALFA, SIGMA. 


Problema 1: Hallar e el perímetro de la región sombreada, sabiendo que el área del trián- 
gulo equilátero es 1643. 


A) 5x B) 12x 
C) 16r D) 4x 
E) 7r 


Resolución: 


» En primer lugar, hallamos "£ *. 


, 2 
Área ÁABC = pla 


> 10% CE 
> 


e Perolt=2r => 8=2r 


=> [ r=s] 


* Del gráfico: Perímetro de la región =Lm+tkg+ ia 


Pero: LA= = A =l4 = = radio x Zen radianes 


Rpta. D 


MS E NS. ic 


PS" 7 HS “A Y E 


Problema 2!: Calcular el área de la región sombreada en la figura, sabiendo que ABCD 
es un cuadrado inscrito en el semicírculo de centro O" y radio "R". 


2 2 y 
A) R(57 -8) B) 4R"(8+1) 


10 5 

Cc) R*(8-1) p) P (5-1) 
10 10 

E) 4A(x+1) 
5 


Resolución: 


. Área sombreada = Área [_] ABCD - Área semicírculo menor 


. Sea"L" la longitud del lado del cuadrado: 
+ Enel MBAO: 


A EA Li 2 
ET Bao) -* 
2 
=> L= ELE 
5 
e > | rat.BYE 
2 2 
H——R——— RA 2 5 


aa 


1 
. Á = E — ¡0 IE" e = 
Área sombreada = 2 r 5 


PP o 


Área sombreada = pue x) $  PptaC 
Problema 31 El área de la figura adjunta es: 
A) a? + bc B) ac + cb 


C) ca + ta bÉ D) bc + la PE 


E) N.A 


JO al Coves Magic O 
Resolución: 


*  Dividimos la región en un rectángulo 
y un triángulo rectángulo. T 
b 


« Luego el área pedida será la suma: 


Área O) + Área Á=b0+ LM 


Problema AE En la figura adjunta el área del círculo es 9 x cm?, luego el área del cuadra- 
do será: 


E $ A) 8 cm? B) 16 cm? 


C)64cm?  D)72cm*? 


E 
bl E) 144 cm? 
Resolución: 
+ Primero calculamos el radio del círculo. 
Sabemos que: 
[ área) =n | [ Por dato: 9i=kP = 


(Fórmula) 


+ Ahora como el lado del cuadrado es 4r, su 


| valor será: 
L = 4r = 4(3) = 12 cm 
Ar 
| Entonces: (Fórmula) 


ESAS Ma 
¡ Áreal ]=(120m)= 1440" | Apta. E 


A) 2k% B) 34 
C) ni?/4 D) 3n2/4 


E) rk? 


+ El área de la región sombreada 
es igual al área del semicírculo 
mayor menos la suma de las 
áreas de los dos semicírculos 
menores: 


mM—— R+r ——ea— R+r 1 


HR +r as =3[R+P-e -e?] 


Área sombreada = 2 2 2 2 


> Áreasombreada=xm-Rr |... 11) 


e  Porrelaciones métricas en el yA ANB: 


+  Reemplazando OQ en0, se obtiene: 


Rpta. E 


MAT RD 


NIVEL 1 


Problema (: Calcular el área de una co- 
rona circular limitada por dos circunferen- 
cias concéntricas de radios 2 y 8 metros 
respectivamente. 


B) 50n m* 
E) 801 m? 


A) 401 m? 
D) 70x m? 


C) 601 m* 


Problema E): Hallar el área de la super- 
ficie de una moneda de diámetro 30 mm. 


A) 2251 mm?  B) 1501 mm? 
C) 400 mm?  D) 1001 mm? 
E) 1251 mm? 


Problema (3): Calcular el área de la re- 
gión sombreada. 

A) 101 m? 
B) 151 m* 
C) 161 m? 
D) 181 m* 
E) 20x m” 


Problema (4): El área del sector circular 
mostrado es: 


o ON A) 40 u? 
5u B) 20 u* 

| C) 30 u? 

de D) 36 u* 
8, by E) 20 nu? 


PROBLEMAS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
ÁREAS DE REGIONES CIRCULARES 


Problema (5) Si el área del cuadrado 
ABCD es "S", el área de la región sombreada 
será: 


A) S/3 
D) 28/3 


B) S/4 
E) S/2 


C) S/5 


Problema (6 ;: Calcular el área de la co- 
rona circular si AB = 12 m 


Problema 7): Hallar el área de la parte 
sombreada si ABCD es un cuadrado. 


Cc A) 2(18 - 1) u? 
| B) (15 - 1) u? 
4u  C)(12- mu? 
| D) 2(8 - 1) u? 

ó E) (16 - 1) u? 
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Problema (8: Hallar el área de la región 
sombreada. 


A) é(4 - 70) 
a? 

B) 7” 

os. (4-1) 
2 

y. 18=r) 

a E) N.A 


Problema | 9: Si el área del cuadrado es 
10 nY, el área de la parte sombreada es: 


B) 4 m? C)5m? 


A) 3 m* 
E) 7,5 m? 


D) 6 m? 


A) ni 7/4 
D) ri*/8 


Problema 40: El lado del cuadrado es 
“L”. El área de la superficie sombreada es: 


B) u%/2 C) 7/16 


E) nL/12 


Clave de Respuestas 


1.C 2.A 3.B 4.B 
5.B 6.E 7.D 8.C 
9.C | 10.D 


NIVEL !l 


Problema 1: En la figura el triángulo 
ABC es equilátero y sus vértices son cen- 
tros de los arcos. Hallar el área sombreada 
si: AB = 2a. 


B A) at(Ya - Tt) 

B) 20*(43 - n) 
C)a?(3 - >) 
D) a (n - 1) 

E) a“(r - 2) 


Problema ' 2 ': En la figura adjunta, calcu- 
lar el área de la región sombreada, 
si: CD=L. 


B A al 
EA -5) 


A 
E py(343-5) 
E 
jefa 


o a 
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Problema (35: En lafigura O es centro del 
círculo de radio R. Hallar el área del seg- 
mento circular sombreado si FG es 
mediatriz de OB. 


Problema (a): Hallar el área de un círcu- 
lo que se encuentra inscrito en un cuadra- 
do que tiene como lado la diagonal de un 
cuadrado de lado igual a2V2 m. 


A)2rm?  B)2V2nm? C)3rm? 
D)3/2n m? E) 4rm? 


Problema (5): El perímetro de un cuadra- 
do es igual a la longitud de la circunferen- 
cia correspondiente a un círculo. Determí- 
nese la razón del área del cuadrado al área 
del círculo. 


Aa B) 2 
D) n/4 E) /6 


C) r/3 


Problema (6): calcular la razón entre el 
área de la región sombreada y la del círcu- 
lo pequeño. 


A)2 
B)3 
C)4 
D)5 
E)6 


E 


Problema ¡7 ;: Si:* =2/xm, Calcular el área 
de la región sombreada (ABCD es un cua- 
drado) 

A) 1/r 

B) 2/1 

C) 4/1. 

D) 1/1? 
E) 2/12 


Problema (8): Calcular el área de región 
sombreada si: DC=10m ; AB=20m y 
AD = 13 m. (Los semicirculos son iguales). 
A) 15(37. +24) m? 
B) 5 (5n+24) m* 
c) 5 (3n+8) mé 
15,5 2 
D - +4) m 
Get 


E) NA. 


Problema (9: En la figura mostrada: 
AB=BO=0C=CD=0E=EF=3m y 
OP = 8 m. Calcular el área de la región 
sombreada. y 


2 3 
A) q (9r+16) B) 7 (916) 


C) 3 (9r + 8) 
E) NA. 


D) ¿(Bn +48) 


-—. 1/7 E F- te 
Problema 10: En la figura mostrada: —> 
AB=BC=CD=EF=GH=4m;EH=16m Clave de Respuestas 
y la altura del trapecio BCGF es 10 m. Cal- DR = , 
cular el área de la región sombreada. S 


A) 3(81 + 10) 


B) 8(101 +3) 


C)8(3x + 10) 
D) 3(101 + 8) 


E) NA. 
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..- €s más facil recordar el nombre de los polígonos si se recuerda el prefijo 
correspondiente? 


triángulo 
cuadrángulo 
pentágono 
hexágono 
heptágono 
octógono 
eneágono 
decágono 
endecágono 


dodecágono 


pentadecágono 


icoságono 


E E 


GjzomMEIRÍA 
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ESPACIO 
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9.1 INTRODUCCIÓN | 


La Geometría del Espacio estudia a las figuras geométricas cuyos puntos que 
la constituyen se encuentran en diferentes planos. 


9.1.1 POLIEDRO 


Se llama Poliedro a la porción de espacio limitado completamente por regiones 
poligonales situados en distintos planos. Dichas regiones poligonales vienen a 
ser las caras del poliedro. Los lados de las caras con las aristas del poliedro, 
Todo poliedro tiene por lo menos 4 caras. 


Ejemplo: i En la figura vemos a un poliedro cuyas 
caras son cuadriláteros. 


«Caras: AA'D'D; A'B'C'D”;..., etc. 
Total: 6 caras 
+ Vértices: A, B, C,D, A',B',C'yD' 
Total: 8 vértices 
+ Aristas: AB, BC, CD, DA, AB', B'C”, 
C'D', D'A', AA”, BB', CC y DD. 
Total: 12 aristas. 


Ángulos diedros.- Son los ángulos que forman dos caras consecutivas del 
poliedro. Ejemplo; diedro AB, diedro BC, etc. Como a cada arista le corres- 
ponde un ángulo diedro, entonces en este poliedro habrán 12 ángulos diedros. 


9.1.2 POLIEDROS REGULARES.- Son aquellos poliedros donde todas sus caras son 
polígonos regulares congruentes entre si y la medida de todos sus ángulos diedros 
son congruentes. Sólo existen 5 poliedros regulares, que son los siguientes: 


A e E ¿e 


A o 


Observaciones: 


El número de caras laterales es igual número de lados del poligono de la base 

Los lados de las bases se llaman aristas básicas. 

Los lados de las caras laterales se llaman aristas laterales. Estas son todas iguales y 

paralelas. 

Altura del prisma es el segmento perpendicular a las bases comprendido entre éstas. 
Diagonal de un prisma es la recta que une dos vértices no situados en la misma cara. 
El nombre de un prisma se da según el polígono de la base. Así si la base es un pentágono: 


Prisma pentagonal. 


9.2.1 CLASIFICACIÓN DE LOS PRISMAS 


* 


*i 


*en 


Prisma Recto.- Si las aristas laterales son perpendiculares a las bases. En este 
caso la altura es igual a la longitud de una arista lateral. 


Prisma Oblicuo.- Si las aristas laterales son oblicuas a las bases. 
Prisma Regular.- Es un prisma recto cuyas bases son polígonos regulares. Por 


ejemplo si la base es un cuadrado se le llama: prisma cuadrangular regular y si 
es un exágono regular el prisma se llama: prisma exagonal regular, etc. 


9.2.2 ÁREA LATERAL Y TOTAL DE UN PRISMA 


* 


tie 


Área Lateral de un Prisma ( S, ) Es la suma de las áreas de sus caras laterales. 


Área Total de un Prisma ( S, ) Es la suma del área lateral y las áreas de las dos 
bases. 


9.2.3 TEOREMAS PARA CALCULAR EL ÁREA LATERAL, TOTAL Y EL VOLU- 


MEN DE UN PRISMA 


Área Lateral.- El área lateral de un prisma recto es igual al perímetro de su base 
multiplicado por la altura. 
S, = área lateral del prisma 


A 
¡S, = 2p,Xh y 2p, = Perímetro de la base 


h = altura 


2. Área Total 


S, = área total 


Pe 


|S, = 8, +25, 


= área lateral 


n 
EA 
$ I 


área de una de las bases 


LEE PAPA 


se ds 


Observaciones: 


y 


9.2.1 CLASIFICACIÓN DE LOS PRISMAS 


z Prisma Recto.- Si las aristas laterales son perpendiculares a las bases. En este 
caso la altura es igual a la longitud de una arista lateral. 


* 


+ 


Prisma Oblicuo.- Si las aristas laterales son oblicuas a las bases. 


*** Prisma Regular.- Es un prisma recto cuyas bases son polígonos regulares. Por 
ejemplo si la base es un cuadrado se le llama: prisma cuadrangular regular y si 
es un exágono regular el prisma se llama: prisma exagonal regular, etc. 


9.2.2 ÁREA LATERAL Y TOTAL DE UN PRISMA 
: Área Lateral de un Prisma ( S, ) Es la suma de las áreas de sus caras laterales. 


“*  ÁreaTotal de un Prisma ( S, ) Es la suma del área lateral y las áreas de las dos 
bases. 


9.2.3 TEOREMAS PARA CALCULAR EL ÁREA LATERAL, TOTAL Y EL VOLU- 
MEN DE UN PRISMA 


1. | Área Lateral.- El área lateral de un prisma recto es igual al perímetro de su base 
multiplicado por la altura. 
S, = área lateral del prisma 


2p, = Perímetro de la base 
h = altura 


EJ Área Total 
S, = área total 


área de una de las bases 


199) 
ll 
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E Volumen.- El volumen de un prisma es igual al área de la base por la altura. 


V = volumen del prisma 
Sp = área de la base del prisma 
h = altura 


Se le llama también ortoedro o 
rectoedro. Es un prisma en donde todas 
sus caras son rectángulos. Para calcular 
el área lateral, el área total y el volumen 
del rectoedro, aplicamos las mismas fór- 
mulas que en el prisma. Veamos: 


1. Diagonal ( D) 2. Área Lateral 


| al altura 
Perímetro de la base 


3. Área Total 4.| Volumen 


LS bea. área de 
L55 la base 


altura 


área de la base 


CASO PARTICULAR.- Cuando todas las 
caras de un paralelepipedo rectangular son 
cuadrados, éste recibe el nombre particular 
de: CUBO O HEXAEDRO REGULAR. 


* Diagonal Lo 


* Área Total  "”» 


. Volumen ma» 


PROBLEMAS RESUELTOS TIPO 1.B.M. 
SOBRE PRISMAS 


Problema $: La base de un prisma es un triángulo rectángulo de catetos 3 y 4 metros 
respectivamente. La altura del prisma es de 10 metros. Calcular el área lateral, área total 
y el volumen del prisma. 


A) 110 m?, 128 m?, 80 m9 B) 120 m?, 132 m?, 60m9 C) 140 m?, 150 m?, 90 m$ 
D) 108 m?, 120 m?, 100 m? E) 104 m?, 118 m?, 120 m* 


Resolución: 


+ Sea la base del prisma el [» ABC, en el cual por 
el Teorema de Pitágoras: 


AC = ya? +3? = 5m 


2p,=3m+4m+5m= 12m 


+ Área Lateral: 


S, = 2p,xh 
L= Po h=10m 
ADAN VANS 
S, = 12mx10m "um S  = 120: Á sa. (1) 
+ Área Total + Volumen 
2 Ss, = 6m?; 
S, = S,+2S, A AD V=S,xh h= 10m 
S, = 120m+2(6m%) ¿ _3mx4M_¿n?2  V=6m?x10m 


OA y b 2 RA LY 
Sp 182 mé)... (2) IS co). (3) 


e Finalmente de 1, 2 y 3: —Rpta. B 


Problema H: La base de un prisma cuadrangular es un rombo de 52 m de perímetro 
y cuya diagonal menor mide 10 m. Si la altura del prisma es igual a la diagonal mayor 
de la base, hallar el área lateral, área total y volumen del prisma. 


A) 1 482 m?, 1 844 m?, 1 280 m*? B) 1 804 m?, 1 908 r?, 1 480 m* 
C) 1 608 m?, 1 804 m?, 1 288 m3 D) 1 248 m”, 1 488 m?, 2 880 m3 
E) 1 648 m?, 1 408 m?, 3 840 m? 


WHhanuel Coneñas 4d 


Resolución: 


+ En primer lugar trabajamos en la base del 
prisma: 


2 


Recuerda Que: 


+ Según datos: Perímetro Ú ABCD = 52m 
we a+ra+a+a=52m 
Luego en el A BOC: CO = 12m 


+ Según datos h = diagonal mayor = AC um 


+ Área Lateral: 


2p, =13m+13m+13m+13m 
Si = 2p, Xx h Po p S y 
2p,=52 m 
y 
S, = 52mx24m um» S 248 
+ Área Total + Volumen 
24mx10m 
S =AreadABCD =- === 
S, = S, +28, | paros a V=S,xh 
S, = 1248m?+2(120) g 4209 m? V=120m2x 24 m 
ARAS b 
NO y Y NAAA 
Sp 1488: Rpta. D PL BEBO mA 
ES 


Problema Ó: Calcular el área lateral de un prisma cuadrangular de 8 m de altura, 
sabiendo que la base es un trapecio isósceles cuyas bases miden 6 y 14 metros y cuya 
altura mide 3 metros. 


A) 140 m? B) 120 m? C) 240 m? D) 280 m? E) 320 m? 


7] 


Aatemáte 


Resolución: 


+ Base: LA ABCD - Enel A , por Pitágoras 


AD = 13 44* ¡= 8 


Problema Ó: El volumen y el área lateral de un prisma triangular son de 50 mf y 200 
m? respectivamente. Calcular el radio de la circunferencia inscrita en la base del prisma. 


A) 0,5 m B) 0,25 m C)1im D)2m E)3m 
Resolución: 


+ Sabemos que: + serda Que: 


sb A = S» xH 
= pa ABC RH 


SS 


3 
+ Reemplazamos los datos en 33. 9.M_-_ 


r 
200 m? 2 
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Problema H: El largo de un paralelepípedo rectanguitar es el triple de la altura y el 


ancho esel doble de la altura. Sila diagonal mide 2 Yi 4. m, el volumen del paralelepipedo 
es: 


A) 50 m* B) 24 m? C) 36 m* D) 64 m? E) 48 m? 


Resolución: 


+ Sean las dimensiones: 
a=largo; b=ancho, c= altura. 
SE C=x => ad=3x y bi=2x 
+ El volumen pedido es: 
V=abc => V= (3x) (2x) x 
V = 6% |... (1) 


+ Por la propiedad de la diagonal: D? = a? + b? + c? 


(2v1a)' =(3x)* +(2x)* e a [x=2m| ... (2) 


Oh AA 


+  Reemplazando2en1 V=6(2m)2 "e ¡VW=48 


Problema Ó: Las dimensiones de una cajita de fósforos son a, b y C. 
Si:a+b+c= 12 cm, y a? + b? + 0? = 56 cm?, calcular él área total de la cajita. 
/ 


A) 88 cm? B) 72 cm? C) 60 cm? D) 90 cm? E) 108 crm? 


Resolución: 


+ Como la cajita de fósforos tiene la 
forma de un paralelepípedo rectan- 
gular, podemos aplicar la siguiente 
fórmula: 


[s, = 2 (ab + ac + bc)... (1) 


+ Según datos del problema: 


[n+br0= 120.0 
Pel.) 


Recuerda Que: 


+  Elevando( 2) al cuadrado, miembro a miembro: 


(a +b +c)? = (12 cm)? 
al + b? + 02+2 (ab + ac +bc) = 144 cm? 
AA , 


56m? +  S; = 144omé me Si 


Problema 7) : Todas las aristas de un cubo suman 48 cm. Calcular la diagonal, el área 
total y el volumen de dicho cubo. 


A) 2/3 cm, 48 cr”, 72 cm? B) 5 cm, 45 cm?, 125 cm? 
C)4 Y3 cm, 96 cm?, 64 cm? D)6 Va cm, 56 cm?, 96 cm? E) NA. 
Resolución: 


+ El cubo tiene 12 aristas iguales. Entonces: 


12a = 48 cm "» 


+ Cálculo de la diagonal del cubo: 


+ Cálculo del área total: 


S, = Ga? S, = 6(4 cm? = 96 cm? 
3 nd 


ERA AE 


e Volumen: V=a V.= (4cmP = 64 cm'. 


u) 


Problema EN : La base de un prisma 
triangular es un triángulo equilátero de 
2 cm de lado. La altura del prisma es 10 
cm. Calcular el área lateral, área total y 
el volumen del prisma. 


Resolución: 


Problema[ 2] : El largo de un paralele- 
pipedo rentánguio es el triple de la altu- 
ra y el ancho es el doble de la altura. Si 
una diagonal mide 42 cm, el área lateral 
de dicho paralelepípedo es: 


Resolución: 


OSTALLER DE OO 


SS 


SS 
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Problema rg] : Calcular el volumen de 
un prisma exagonal regular cuyo perí- 
metro de su base es 24 cm y su altura 
es 12 cm. 


Resolución: 


Problema Sia, b y c son las di- 
mensiones de un paralelepípedo rectan- 


gular, calcular su área total si: a+b+ 


c=12mya?+b?+0c? = 50m? 


Resolución: 


La Pirámide es un poliedro que tiene por base a un polígono cualquiera y las 
caras laterales son triángulos que tienen un vértice común. 


Ejemplo: Pirámide Pentagonal 


Observaciones: | 


9.3.1 TEOREMAS 
Área Lateral 
Área Total 


EA y + 


Volumen.- El volumen de una pirámide es igual a 
un tercio del área de la base por la altura. 


Observación : 


9.3.2 PIRÁMIDE REGULAR 


Una pirámide es regular cuando la base es un polígono regular y cuando ade- 
más todas las aristas laterales son congruentes, o sea de igual longitud. 


A partir de esta definición deducimos que todas las caras de una pirámide regular 
son triángulos isósceles congruentes y que la altura cae en el centro de la base. 


623, Hanel Coveñas Naguiehte 


Apotema de una pirámide regular es la perpendicular que se traza de su vertice a uno 
de los lados de la base. 


Ejemplo: Pirámide Cuadrangular Regular 
y 


Notación: Pirámide V - ABCD 


Base: Cuadrado ABCD 
Altura: H 
apotema: ap 


Teorema: En toda pirámide regular el área lateral es igual al semiperímetro de la base 
por el apotema. 


Pp, = semiperímetro de la base, o sea: 
(perímetro de la base)/2 


ap = apotema 


PROBLEMAS RESUELTOS TIPO I.B.M. 
SOBRE PIRÁMIDES 


Problema H%: En una pirámide cuadrangular regular el lado de la base mide 14 cm y 
la altura mide 24 cm. Calcular el área lateral, el área total y el volumen de la pirámide. 


A) 700 cm?, 896 cm?, 1568 cm? B) 600 cm?, 786 cm?, 1486 cm? 
C) 672 cm?, 848 crr?, 1458 cm? D) 450 crr?, 644 cmr?, 1200 cm? 
E) 500 crr?, 600 crr?, 1400 cm? 


Resolución: 


0 En primer lugar calculamos el apotema (ap) 


En el Ex. VOM, por Pitágoras: ap 17? +24* => ap 


nee 7 


O 


+ Ahora calculamos el área lateral 
E 144+14+14+14 


p 
a 
b p =28 cm 


L 
S = 28 cmx 25 cm b 
Lt 


S = 700 cm” 


Recuerda Que: 


o  ÁreaTOotal: + Volumen 
S, = área [] ABCD + 
KS- = S Ss S, = 196cm 
[E Alle 4 a S, = 19601 


S, = 700cm?+ 196 cm? 


. v=1 x 196 x 24 
¡Sy = 896 cm? 3 
ESOS 
; 1 $ 


568 cm- 


Rpta. A 


Problema 12) : El apotema y la altura de una pirámide exagonal regular mide 13 y 11 
metros respectivamente. Calcular el área lateral de la pirámide. 


A) 298 m? B) 324 m? C) 412 m? D) 208 m? E) 312 m? 
Resolución: 


+ Según datos del problema la base es un 
exágono regular; sea «l» su lado, entonces: 


Pp, = semiperímetro (> ABCDEF = 4 
2 


0 
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e Vemos que para calcular la incógnita (o sea "S, " ) nos falta conocer "l". Entonces: 


L En el/lvoo: por Pitágoras ll. Enel A FOA, equilátero 
v 
Por el A notable 
> de: 30? y 609 
PS H=11 A le Rk 
2 
Q O 


A 
ada <—oo=113? 114 =0J3 1 e ss (2) 


NANNY 
e Reemplazamos Ajen 1): S, = 39x8 mw (3; SN d 


Problema É: Calcular el volumen de la pirámide Q - ABC sabiendo que: 


mZQCA=mZQCB=m ZACB=90%, además. AQ=15 m, AB =1106 m, QB= 13m. 


A) 60 m9 B) 70 m? 
C) 80 mi D) 90 m* 
E) 100 m* 

Resolución: 


e El volumen pedido es: 


7 -2b 
es H a Ba pes 
3 b 


H = Altura 


E | A 
SS Y 6 


+  Porel teorema de Pitágoras: 


Dase: 2+b?= 1106. 
pa [22 + b? = 106) ...(2) 
Doca: H2+b2 = 15 
ió (H24+b? = 225...(3) 
h QOCB: H?+a? = 13? 


"» (al + b2 4 H2 = 250;.. (5) AS Et 22 E 169....(4) 
Ez 2222 


+ Sumando miembro a miembro: 2, 3 y 4: 


2(a2+b2+H?) = 500 


23 


a — A 
e Reemplazando: 2en5 mm 106+H? = 250 mp [H= 12m] 
3ens mb a?+225 = 250 =» [45m] 
4en5 "e b?+ 169 = 250 =» 


e Finalmente, estos valores hallados lo reemplazamos en 1 
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Problema Ó: La arista de untetraedro regular mide 8 m. Calcularla altura deltetraedro. 


A) NE m B)2/3m  C)9m D)6m E)2 6 m. 
Resolución: 


o En primer lugar debemos recordar que el tetraedro regular, es una pirámide 
triangular donde todas sus aristas, que en total son seis, son iguales. Además la 
altura cae en el baricentro de la base. 


BASE: A ABC: equilátero 
G: Baricentro del A ABC 


Propiedad del Baricentro 


7) Por la propiedad del baricentro: CG = 2GQ, entonces CG = 


ad CG = 2413 m=v3m 


2 
+  Enellx VGC, por Pitágoras: H2+CG? = 82 mb H2+ [22] = 82 


PROPIEDAD: 


Problema H: Calcular el volumen de un tetraedro regular cuya arista mide 6 m. 


A) 18 m? B)18/2 m3 C)12/3m? D)16m? E)244/2 m* 
Resolución: 


e Sea el tetraedro regular D - PQR. Para 
calcular su volumen aplicamos la fórmu- 
la de la Pirámide: 

S, = área dela base PQR 

H = altura 

.=. (1) 


e  Porla propiedad de la altura del tetraedro 
regular (problema anterior) 


' 2 
e Calculamos el área de la base POR: has =Area A POR sta 


(3) 
e Reemplazamos 2 y 3 en 1: 
2 (fórmula para calcular el volu- 
Vi= ML a d3 a 6 e men de un tetraedro regular en 
” 3 4 3 función de su arista "a”) 


Problema : En una pirámide cua- 
drangular regular la arista básica mide 
12 cm y la altura mide 8 cm. Calcular el 
área lateral, el área total y el volumen 
de la pirámide. 


Resolución: 


Problema 2. : La apotema de una pirá- 
mide exagonal regular excede a la altu- 
ra en 1 cm. Si la arista básica mide 6 
cm, ¿cuánto mide la apotema? 


Resolución: 


Problema [8]: La altura de un tetraedro 


regular es de de metros. El volumen 
del tetraedro es: 


Resolución: 


Problema : En una pirámide 
pentagonal regular el perímetro de la 
base es 50 cm y la arista lateral mide 13 
cm. Calcular el área lateral. 


Resolución: 


El cilindro recto o simplemente cilindro, es un sólido de revolución que se genera 
cuando un rectángulo gira 360* alrededor de uno de sus lados ( eje ). Tiene dos 
bases que son 2 circulos de igual radio. 

ELEMENTOS: 


= radio de la base 


r 
g = generatriz g=H 
H = altura 


GENERATRIZ 


9.4.1 TEOREMAS.- Son análogos que en el caso del prisma recto. Veamos: 
48 Área Lateral 


S, = perímetro de la base x altura 


Altura 
Perímetro de la base ( longitud de la circunferencia ) 


E Área Total 3, Volumen 
S, = S,+28, V = área de la base x altura 
S, = 219 +2 nr Altura 


área de la base 


Es un sólido de revolución que 
se genera cuando un triángu- 
lo rectángulo gira una vuelta 
completa alrededor de uno de 
sus catetos. Tiene una sola 
base que es un circulo. 


Observación: 


9.5.1 TEOREMAS.- Son análogos que en el caso de la pirámide regular veamos: 


1 Área Lateral.- Es igual a la longitud de la semicircunferencia (semiperímetro) de 
la base por la generatriz (apotema en el caso de la pirámide regular). 


| Í generatriz 
longitud de la semicircunferencia de la base 


2] Área Total Volumen 
1 
Sr = S.+S, AN 


S, = arg +1 
área de la base 


Es un sólido de revolución que se genera cuando un semicírculo gira 360? alre- 


dedor de su diámetro. 
R = radio de la esfera 


9.6 


Observaciones: 


VAINA 


a A 


1 
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9.6.1 TEOREMAS: 


a] Área de la Superficie Esférica.- O simplemente área de la esfera: 


2, Volumen de la Esfera V= 4/3nR? 


PROBLEMAS RESUELTOS TIPO 1.B.M. 
SOBRE CILINDRO, CONO Y ESFERA 


Problema $: La circunferencia de la base de un cilindro mide 8 x metros y la generatriz 
es igual al diámetro de la base. Calcular el área lateral, el área total y el volumen del 
cilindro. 


A) 82 am?, 102 nrr?, 144 nm? B) 72 nr?, 92 nmr?, 112 nm? 
C) 64 nmr?, 96 nm?, 128 nm? D) 44 nm?, 64 nm?, 100 nm? 
E) NA. 

Resolución: 


e Según datos del problema: 
Lescunterencia = 8 T 
25705 ="8Rr me [5 = 4m | 
e Por dato: g=2r "m» [g=8m' 


+ Calculamos el área lateral 


S =2nx4mx8m "mm [s,=64nm* 


o  Áreatotal +. Volumen 
ls, = 2nr(g+n]| [V= ren] pero: H=g=8m 
S, = 21x4m(8 m + 4 m) V = 1ax(4m?x8m 


e as: 
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Problema 25 El radio de la base de un cono mide 6 cm. Calcular el área lateral del 
cono si la generatriz forma 30* con la altura. 


A) 72 nc? B) 80xcm? C) 54 ncm? D) 90 nerr? E) 60 crr? 
Resolución: 


e Enel h sombreado que es notable de 30* y 60%: 


r-2 => 60m = E > [g=12 cm 


e Luego, aplicamos la fórmula del área lateral del 
cono: 


S, = xrg S, = rx6cmx 12 cm 


Problema $ : El diámetro de un balón de fútbol es 30 cm. Calcular su volumen. 
A) 1500 ncm? B)2500xcm3  C)4500 xcm3 D)5500rcm? E) 3500 cm? 


Resolución: 


e Sabemos que| diámetro = 2 radio 


e Aplicamos la fórmula del volumen de una esfera: 
. . 


Problema 9: La altura y el diámetro de un cono de revolución son iguales al radio de 

una esfera de 4 cm? de volumen. Calcular el volumen del cono. 

A) 1 cm? B) 0,25 cm? C) 1,5 cm? D) 2 cm? E)4com? ,) 
| 

Resolución: . 

e Según datos: CONO: 


3 
V = 4 cm 
esfera 


ESFERA: 


2 rr” = 4 cm” 
3 


570 


e Z z 


+ Cálculo del volumen del cono: 


cono 


vo. Lat <= Y 
3 


+ Reemplazando (1) en (2): V 
cono 


Problema 5) : La generatriz de un cono mide 13 cm y el radio de la base mide 5 cm. 
El volumen y el área total del cono son respectivamente: 


A) 80 rcm?, 70 rem? B) 60 rem?, 80 rem? C) 110 nem?, 120 nom? 
D) 100 rcm?, 90 rem? E) 90 nerr?, 100 nom? 
Resolución: 


e En primer lugar calculamos la altura del cono. Por 
el Teorema de Pitágoras: 


+ Volumen: 


a PGN we Y= 5, 12 =»| v = 100.10] 


o Área total: 
S, =rr(g+r) "» S, =x.5(13+5) "» SS LS Rpta. D 


ProblemaWY. En una esfera el área del circulo máximo es“S”. Hallar el área dela esfera. 


A) 2S B) 3S C) 4S D)5S E) 6S 
Resolución: 


+ Según datos: área del círculo máximo = S 


[ar? = S..(1) 
e El área pedida es:| área de la esfera = 4 1R?|..(2) 


Problema 17 : Elárea lateral de un cilindro es “A” y su volumen es “V”. Calcular el radio 
de su base. 


Resolución: 


e Según datos del problema: 


S,= A Ez | 21H = A..(1) 


Volumen=V ""% | qr2H = V,..(2) 


+ Dividiendo miembro a miembro: 2 entre 1: 


2 SS 
ss e e ¿ IN Apta. D 
20H A 2 A SN 


Problema óÓ : El volumen de una esfera es numéricamente igual a su área. Calcular 
su radio. 


A) 1 B)3 C0)6 D)9 E) 27 
Resolución: 


o  Segúndatos: | V = Área de la esfera 


esfera 
EOS 
Ln =Y4 Rm -R=3] Rpta. B 


Problema 9 : La arista de un cubo es de 6 m. Calcular el volumen de la esfera inscrita 
en el cubo. 


A) 9 nm? B) 24 nm? C) 81 nm? D) 27 nm? E) 36 nm? 


Resolución: 


Recuerda Que. 


e Del gráfico vemos que: 


[a=2R mm» G6m=2R mw” |R=3m 


e Volumen de la esfera: 


V= £p3 my £ 1 (39 "> V=36:mÍ 
3 3 


E») 


MN o cc 2 o 
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Problema $: Laarista de un cubo es de 2 m. Calcular el área de la esfera circunscrita 
al cubo. 


A) 12 nm? B) 13 nm? C) 14 nm? D) 15 nm? E) 16 nm? 
Resolución: 


e Del gráfico: 


2R = aV3 


2R a le=é ¿E 


o Área dela esfera: S = 


l 


Rpta. A 


Problema $ : El volumen de un cono de revolución es 10 m? y la distancia del centro 
de su base a su generatriz es 3 m. Hallar el área lateral del cono. 


A) 12 m? B) 15 m? C) 10 m? D) 13 m? E) 18 m 
Resolución: 


+ Según datos: Y =“Lar”H 
cono 3 


1.2 2, y 
10 = — ar H "2% | ur H=30:...(1) 
e Enel L vos, por € métricas: 


e El área pedida es: ¡S, =15g = ?|...(3) 


e Det:nr?H=30 » urrH= 30 3 rr (3g) = 30 "=» [rrg=10 | ...(4) 
E > 


e Reemplazando 4 en 3: 


o EC E E E E 


Problema Ad : El área lateral de un | Problema 3: El área de una esfera es 
cilindro es 20 nm? y el área total es 28 | 144 rem?. El volumen es: 
tur?. El volumen del cilindro es: 
Resolución: 
Resolución: 


Problema 2 : La altura y la generatriz | Problema 4::En un cono, la generatriz 

de un cono miden 15 y 17 metros res- | y la altura forman un ángulo de 30". El 

pectivamente. El área lateral del conoes: | área lateral es 20 m?; el área total del 
cono es: 


Resolución: 
Resolución: 


Problema [51: El área total de un cono 
es 16 nm?. El radio de la base y la altura 
están en la relación de 3 a 4. Calcular la 
altura. 


Resolución: 


Problema le : El vo- 
lumen de un cilindro es 
30 m?. El volumen de la 
esfera inscrita en el ci- 
líndro es: 


Resolución: 
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Problema za: El área total de un cubo 
es 96 m?. Calcular el área de la esfera 
inscrita en dicho cubo. 


Resolución: 


Problema (8 : El área lateral de un 
cilindro es “S” y la longitud de la circun- 
ferencia de la base es “C”. Calcular el 
volumen del cilindro. 


Resolución: 


Problema $ La base de un prisma recto 
es un cuadrado de 4 cm de lado. La altura 
mide 6 cm. El área lateral del prisma es: 


A) 80 cm? 
D) 48 cm? 


B) 16 cm? 
E) 45 cm? 


C) 96 cm? 


Problema É3: En un paralelepípedo rec- 
tangular la base es un cuadrado de 2 m de 
lado y la altura mide 1 m. ¿Cuánto mide la 
diagonal del paralelepipedo? 


A)2m B)3m C)4m D)5m E)6m 


Problema É: Calcular el área total de un 
prisma triangular de 2,5 m de altura, si la 
base es un triángulo rectángulo cuyos 
catetos miden 3 y 4 metros. 


A) 42 m? 
D) 56 m? 


B) 30 m? 
E) 60 m? 


C) 12 m? 


Problema Ó : La diagonal de un cubo 
mide 7 /3 m. Hallar el área total. 


A) 192 m? B) 30 m? C) 274 m? 
D) 480 m? E) 294 m? 
Problema Ó: El volumen de un cubo es 


216 cm?. Calcular la diagonal de dicho 
cubo. 


A)6cm  B)8cm  C)8W2cm 


D)6 /2 cm E)6 43 cm 


Problema Ó : La arista básica de un 


PROBLEMAS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
GEOMETRÍA DEL ESPACIO 


prisma cuadrangular regular mide 12 cm y 
la altura mide igual al semiperímetro de la 
base. Calcular el área lateral del prisma. 


A) 1152 cm? B) 978 cm? 
D) 1048 cm? E) 976 cm? 


C) 866 cm? 


Problema f): En una pirámide el área de 
la base es 10 m? y la altura mide 6 m. El 
volumen de la pirámide es: 


A) 10 m3 
D) 20 m3 


B) 45 m? 
E) 60 m3 


C) 30 m* 


Problema 8) : La arista básica de una 
pirámide cuadrangular regular mide 12 cm 
y la altura mide 8 cm. Calcular la apotema. 


A) 7 cm B) 8 cm C) 9 cm 
D) 10 cm E) 11 cm 
Problema 9: Si el centro de un cubo se 


une a sus ocho vértices por medio de 
segmentos ¿cuántas pirámides se for- 
man? 
AJ4 B)6 C)5— UDJ8 E)9 

Problema : El área lateral de una 
pirámide regúlar es 180 cm?, la apotema 
mide 10 cm. Calcular el perímetro de la 


base. 


A) 72 cm B) 24 cm C) 18 cm 
D) 36 cm E) 20 cm 
Problema : Calcular la altura de un 


tetraedro regular de 12 m de arista. 


ay2/6m B)3V/6m c)4 4/6 m 
D)5m E)6m 


Problema ba, Calcular el volumen de un 
cono cuya báse tiene 10 rx centímetros de 
circunferencia y cuya altura mide 6 cm. 


A)50 rem B) 25 rem? 
D) 150 ncm? E) 30 rem? 


Problema $ : La generatriz de un 
cilindro mide 6 m y el radio de la base mide 


5 m. El área total del cilindro es: 


C) 100 rem? 


A) 110 ncm? B) 60 rem? 
D) 100 ncm? E) N.A. 


C) 50 nom? 


Problema $: El diámetro de una esfera 
mide 20 centímetros. Calcular su volu- 
men. (Dato: 1/3 = 1,047) 


A) 1 047 cm3 B) 2 094 cm? C) 3141 cm? 
D) 4 188 cm? E) 5 235 cm? 


Problema : Uno de los círculos 
máximos de Una esfera tiene un área de 
100 1cm?. El área de la superficie esférica 
es: 


A) 200 nom? B) 200 cm? 
D) 400 nem? E) 300 ren? 


C) 400 cm? 


Problema $: El diámetro de la base de 
un cono mide 30 cm, si la generatriz mide 
25 cm, ¿Cuánto mide la altura del cono? 


A) 18 cm B) 20 cm C) 21 cm 
D) 22 cm E) 17 cm 
Problema : Calcular el área lateral 


de una pirámide hexagonal regular cuya 


Htanuel Coneñas ed 


apotema mide 13 cm. y la arista básica 4 
cm. 


A)312cm? B)156cm? C) 172 cm? 
D) 144cm? E) 78 cm? 

Problema : La generatriz de un cono 
mide 25 cm y la altura mide 1 centímetro 


menos que la generatriz. Calcular el área 
lateral del cono. 


A) 175 ncm? B) 224 ncm? C) 168 rem? 
D) 172 ncm? E) 106 nem? 


Problema É : El área lateral de un 
cilindro es 6 am?, el volumen es 3 nm. 
Calcular el área total 


A) 10 nm? 
D) 7 nm? 


B) 9 nm? 
E) 8 nm? 


C) 6 nm? 


Problema H: En una pirámide de base 
cuadrada todas las caras laterales son 
triángulos equiláteros. El área de la base 
es 5 m?. Hallar el área lateral. 


B)5 Y2 m? C)5 Y3 m? 
E) 15 m? 


A) 5 m? 
D) 10m? 


Clave de Respuestas | 
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Problema Ó: El volumen de un hexae- 
dro regular es igual a su diagonal al cubo 
dividido entre: 


ay2WV2 B)3V/2 c)2/3 D)34/3 E)3 


Problema É: El radio de la base de un 
cono es 15 cm y la distancia del centro de 
la base a la generatriz es de 12 cm. Hallar 
el área lateral del cono. 


A) 150 nem? B) 225 nom? C) 180 rem? 
D) 275 rem? E) 375 ncm? 


Problema Ó: Un cono y una esfera 
tienen igual radio. La altura del cono es 
igual al diámetro de la esfera. Si el volu- 
men del cono es 100 mf, el volumen de la 
esfera será: 


A)100mi  B)200m* 
D) 200 1xm8 E) 50m* 


C) 100 nm? 


Problema Ó : El área lateral de un 
cilindro es 18 m? y su volumen es 9 m?. 
Hallar el diámetro de su base. 


A)1m 
D)1,5m 


B)2m 
E)3m 


C) 0.5 m 


Problema Ó: Calcular la altura de un 


cono sabiendo que el área laterales 16 /5 
am? y el radio de la base es 4 m. 


A)6 m B)8m C) 10m 
D) 8 zm E) 5 am 
Problema Ó: El área total de un cono es 


16 1m?. El radio de la base y la altura están 
enla relación de 3 y 4. Elvolumen del cono 
es: 


A) 8/6 m? B)51 m9 
3 
6 3 
Cc) ende m D) 8x/6 m' 
E) N.A. 
Problema H: Calcular el volumen de un 


cilindro de revolución cuya altura mide 8 y 
el desarrollo de su superficie lateral es un 
rectángulo cuya diagonal mide 10. 


A) 3/1 
D) 36/1 


B) 9/x. 
E) 72/1 


C) 18/n 


Problema Ó: Calcular el área total de un 


cubo inscrito en una esfera de /3 m de 
radio. 


A) 24 m? B)24nm?  C)12m? 
D) 18 m? E) 36 m? 
Problema 6: El área de la superficie de 


una esfera es igual a 36x. Calcular su 
volumen. 


A)181 B)9xn C)361 D)727 E)N.A 


Problema : Todas las aristas de un 
cubo suman 24 u. Calcular el volumen de 
la esfera inscrita en dicho cubo. 

B) 4nu? 


A) Br ys C) 2 nu? 
5 


D) Ey  EJNA. 
3 

Problema $ : Calcular el área lateral y 

el volumen de un prisma recto de altura 

igual a 12 u si su base es un triángulo 

rectángulo cuyos catetos miden 8u y 6u. 


A) 96 u?, 380 u? B) 288 u? ; 288 u? 
C) 144 u?; 380 u? D) 72 u?; 1 440 u? 
E) N.A. 


Problema $: La base de una pirámide 


es un rectángulo cuya diagonal mide 


4y13u y el ancho 8 u. Si la altura de la 
pirámide mide 10 u, calcular su volumen. 


A) 320 u? B) 160 us C) 480 u3 
D) 120 u? E) N.A. 
Problema : Calcular el área total de 


un prisma Cuadrangular regular de 30 
metros de altura si la diagonal de la base 


mide 10 2 m. 


A) 1800 m? B) 1000 m? C)900 m? 
D) 1200 m? E) 1 400 m? 


Problema $: Se tiene un cilindro lleno 
de agua hasta la mitad. Se suelta un cubo 
metálico y el nivel de agua sube 3,5 cm. Si 
el diámetro del cilindro es 8 cm, Calcular el 
volumen del cubo. 


A)56cm  B)75xcm3 C)70 cm? 
D) 56 ncm? E) 75 cm? 
Problema : Elvolumen de untetraedro 


regular de arista “a” es: 
ayadda/6 Bra d2/6 c)a* v2/2 
D) a V2/12E) a” /6 


Problema $ : Una de las caras de un 


tetraedro regular tiene un área de 27 3 
m?. Calcular la altura del tetraedro. 


Aa)3/6 m B)6Y/3m  C)2v/6 m 
D)6/2m  EJ6m 
Problema : Un vaso cilíndrico de 20 


cm de diámetro y 40 cm de altura está 


lleno de agua. Si se vierte esta agua en 
otro vaso de 40 cm de diámetro, determi- 
nar la altura que alcanzará el agua. 


A) 10 cm B) 12 cm C) 13 cm 
D) 15 cm E) 20 cm 
Problema : Hallar el volumen de una 


pirámide regular de 15 m de arista lateral, 
si la base es un exágono inscrito en una 
circunferencia de 9 m de radio. 


A) 486/3 m' B) 162/3 m' 
c) 148/3 m* D) 218/3 m* 
E) N.A. 

Problema : El perímetro y el área de 


una de las caras de un paralelepipedo 
rectángulo miden respectivamente 34 m y 
60 m?. Calcular el volumen del sólido si la 
suma de sus diagonales es 340 m. 


A)5 030 m3 B)5040m? C)5 050 m* 
D) 5060 m? E) 5070 m? 


Problema 5: La generatriz y la altura de 
un cono forman un ángulo de 16”. Si el 
diámetro de la base del cono es de 7 cm, 
calcular el área total del cono. (Considerar 


Tr = 22/7) 


A)56cm?  B) 168 cm? 
D) 156 cm? E) 176 cm? 


C) 174 cm? 


Clave de Respuestas 


Antes de iniciar el desarroilo teórico de los conceptos básicos de la estadística, es 
interesante realizar un breve repaso sobre aplicaciones de esta ciencia en la actualidad. 
El repaso se puede centrar a nivel individual, a nivel empresarial y a nivel nacional. 


A nivel individual: La lectura de periódicos y de revistas nos presenta, con mucha 
frecuencia, estadísticas sobre diversos aspectos de la vida ordinaria: Nacimientos, evo- 
lución de precios y salaños, índice de costos de vida, etc. 


Estas estadísticas vienen acompañados muchas veces de gráficos que facilitan su 
comprensión. 


Las estadísticas tiene un amplio campo de acción a nivel de empresa y, entre otras 
aplicaciones, se pueden citar el control de calidad. El control de calidad permite a la 
industria obtener sus productos con las características exigidas, admitiéndose límites 
tolerables de producción defectuosa. 


La estadística a nivel nacional sirve de soporte para la elaboración de planes y para 
la toma de decisiones en diferentes sectores. Por ejemplo, las estadísticas sobre el paro 
abrero servirán como base para tomar decisiones que estimulen el pleno empleo. 


La estadistica es una ciencia con procedimientos eficaces para el conocimiento y 
estudio de los hechos y fenómenos en su aspecto plural y colectivo, que investigando las 
relaciones existentes entre dichos fenómenos, llega a formular unas leyes. 


La estadística es de gran utilidad, pues sirve como base para formular juicios, deter- 
minar una norma de acción, estabecer una política y, en general, la previsión del porvemir. 
En cierto modo, revela el futuro apoyándose en el pasado. 


La Estadística se divide con frecuencia en: 
10.2.1. ESTADÍSTICA DESCRIPTIVA 


Que trata de los métodos de organizar los datos numéricos para que se haga fácil su 
interpretación, y ; 


10.2.2. ESTADÍSTICA INFERENCIAL O INDUCTIVA 


Que trata sobre el proceso de llegar a conclusiones probables acerca de una gran 
población (como el conjunto de los habitantes de latinoamérica) por medio de la informa- 
ción obtenida de un subconjunto pequeño o una muestra de la población. 


+. MUESTREO: Es el método estadístico por medio del cual se definen los criterios y 
técnicas que orientan al proceso de recolección de la información. 


+. MUESTRA: Es un subconjunto de la población que nos interesa estudiar o in- 
vestigar. 


+ VARIABLE: Símbolo que puede asumir cualquier valor de un determinado conjunto 
de datos o dominio. 
Las variables pueden ser: 


> Cualitativas : aquellas que toman valores de acuerdo a una cualidad. No pue- 
den ser expresadas directamente en forma numérica. 


Y 


Cuantitativas: aquellas que pueden expresarse en forma numérica. Pueden 
ser discretas o continuas. 


e  Discretas, las que sólo tienen valores enteros, tal como el número de 
alumnos de tu colegio. 


+  Continuas, son las que pueden tomar cualquier valor entre dos números 
reales determinados, tales como el número de toneladas de hierro produ- 
cidas por una mina. 


10.2.3. REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE LOS DATOS ESTADÍSTICOS 


La información estadística se presenta con frecuencia en forma de una tabla numé- 
rica. Si la tabla es extensa, puede ser difícil alcanzar una comprensión clara de la infor- 
mación presentada en la tabla. Sin embargo, si se presenta la información en forma de 
gráfico, puede ser mucho más fácil su interpretación. Los gráficos más empleados son 
los siguientes: 

| 1. Gráfico de barras 
¡ 2, Gráfico de sectores 


E TIPS AI 


Ejemplo: 


Para conocer la preferencia de los 43 alumnos de una sección de “Cuarto año”, con 


respecto a los deportes: Fútbol, natación, vóleibol y ajedrez, se ha tomado el siguiente 
cuestionario. 


1) 


2) 


=> Después de llenado este cuestionario, las respuestas fueron: 


¡ENTES 


ce 


Estos datos estadísticos obtenidos pueden representarse gráficamente de una de 
las siguientes maneras: 


Gráfico de Barras: El gráfico de ba- 
rras se utiliza mucho en el campo de 
los negocios, y en muchas otras acti- 
vidades, para comparar hechos que 
no están determinadamente relaciona- 
dos entre si; en esta clase de gráficas 
se utilizan barras horizontales o verti- 


cales. 


PREFERENCIA 


SE A 


Gráfico de sectores circulares: Es un gráfico de forma circular, subdividido en 
sectores, el área de cada sector indica la proporción de cada componente respecto 
al todo. Ya que los sectores tienen todos el mismo radio, sus áreas son proporciona- 
les a los ángulos centrales respectivos o bien a las longitudes de sus arcos. Lo más 
sencillo es por tanto, repartir los 3607, que suman todos los ángulos centrales, pro- 
porcionalmente a las cantidades que se quieran representar. 


. INS Hanuel Cocñas Haquiche 2 


| 


la) Para Fútbol: | 
| 4 de Alumnos que prefieren Fútbol | 
poe | Cs 


-—- =109" (Aproximadamente) 

| 

Es + Total de Alumnos | 

o Po) Para Natación: | LA | 


4 de Alumnos que prefieren Natación ' 
| 
100* 59 A 3602 | 
mn ES D a = 92” (Aproximadamente) | 
| [a ++ Total de Alumnos | 
| €) Para Vóleibol. d) Para Ajedrez | 
| É 1t de Alumnos que prefieren Voleibol | | 4t de Alunos que prefieren Ajedrez 
j | 
| 1 
| (2x 360" _ ¿90 (Aprox.) ¡Qeaso" 59% (Aprox.) | 
| ES) | 
es 4t Total de Alumnos + Total de Alumnos. | 


yl 2 , 


«Este tipo de gráfica, también se puede expresar en porcentajes, veamos: 


| E Para Fútbol: 


—- x 100% = 30% 
E 


¡b) Para Natación: 


a AA 
Pal % = 2 % 
ES 6% poor. 
c) Para Vóleibol: 


| FE A100% = 28% poro. 


d) Para Ajedrez: 


*100%= 16% | Aprox. 


A E E: 


AS TUI 


3) 


4) 


Histograma: Un histograma es un 
conjunto de rectángulos cada uno con 
base en el eje horizontal, teniendo es- 
tas bases como puntos medios, en 
este caso, a los puntos que corres- 
ponden a los deportes (fútbol, nata- 
ción, vóleibol y ajedrez) . 


Gráfica Poligonal: Las gráficas linea- 
les o poligonales se llaman así por- 
que las líneas representativas de la 
función son quebradas o poligonales. 
Generalmente se acostumbra a 
graficar sobre papel milimetrado o 
cuadriculado se toman dos ejes 
coordenados y sobre uno de los cua- 
les se representan los valores de una 
de las magnitudes y sobre el otro, los 
correspondientes de la otra magnitud. 
Se determinan los puntos y luego 
uniendo estos puntos se tiene la gráfi- 
ca poligonal. 


PREFERENCIA 


DONA noo 


FNVA 


O y» NQUhAdano 


En esta sección se consideran algunas ideas referentes a la estadística descriptiva. 


Nataly elaboró una lista de las edades 
de los padres de sus compañeros de 
clase. En la lista había 25 números. 
Para poder analizar este conjunto de 
números los colocó en orden, de ma- 
yor o menor. 


38, 51, 39, 38; 
43, 49, 42, 37, 


44, 47, 38, 41, 
45 


Persona Edad 


AS 
: La extensión o amplitud de un conjunto 

de números es de la diferencia entre el nú- 

mero mayor y el menor del conjunto. 


55 - 34 = 21 


La mediana de un conjunto ordenado de 
números es el número que está en el cen- 
tro de la ordenación. 


41 es la mediana 


La moda de un conjunto de números es el 
número, si lo hay, que aparece más veces 
en el conjunto. 


38 es la moda 


La media aritmética o promedio es la 
suma de todos los números del conjunto 
dividido por el número de ellos. 


1 


25 25 


Total 1041 Años 


e 


Nota: Si el promedio de edades hubiera sido par, la mediana sería entonces el promedio 
de los dos “números del medio”. Nótese, que en el ejemplo anterior, la mediana y el 
promedio son valores muy cercanos; esto, sin embargo, no siempre es así. El 
promedio, la mediana y la moda se llaman medidas de tendencia central. 


Pere . DR 


E 


10.3. TABLA DE DISTRIBUCIÓN DE FRECUENCIAS 


Ejemplo: Los alumnos de una sección de “CuartoAño” tienen por alturas en centímetros: 


153 154 159 162 157 156 160 
161 160 163 161 164 158 158 
151 161 154 164 160 156 160 
158 163 158 160 161 161 
156 163 159 159 163 160 


A O E 


= Pi. 7 A 77 
Nos han planteado las siguientes preguntas que debemos contestar: 


a a) ¿Cuántos alumnos han sido medidos? 

. b) ¿Cuál es la altura más alta? 

5 Cc) ¿Cuál es la altura más baja? 

í d) ¿Cuál es la diferencia entre la altura más alta y la más baja? 


Resolución: 


Para responder con mayor facilidad todas estas preguntas construimos la siguiente ta- 
bla, llamada Tabla de Distribución de Frecuencias: 


ANA 
NH 
, DARAN) 
E 
E / 
nn 


r En esta tabla tenemos que: 


1) Enla columna Alturas (Xi), se ha colocado las alturas, partiendo del más bajo (151 
cm) para terminar con el más alto (164 cm). 


2) Enla columnaConteo, se va colocando una raya en el casillero correspondiente por 
cada altura que se tache en los datos dados. 


AAA oe — ————— 


4) 


5) 


6) 


7) 


En la columna frecuencia (ni), se ha colocado el número de veces que se repite la 
altura correspondiente. Así la altura 156 cm se repite 3 veces, la altura 161 cm se 
repite 5 veces. N = 33 es la suma de todas las frecuencias y nos da el número de 
alturas. 


En la columna Frecuencia Acumulada (Ni), se coloca la frecuencia acumulada 
correspondiente a cada altura; que se obtiene sumando su frecuencia a la suma de 
las frecuencias de todas las alturas inferiores a ella. Así la frecuencia acumulada de 
153cmes: 1 +1=2;de 154cmes: 2+2=4;de 156cmes 4+3=7; 157 cmes: 
7+1=8;etc. 


La columna Frecuencia Porcentual (hi), se construye teniendo en cuenta el tanto 
por ciento (%) de alturas que tienen un determinado valor así; hay 2 alturas con 154 
cm cada una; su frecuencia porcentual se obtiene, haciendo la siguiente regla de 
tres simple: 


33 > 100% 2- 100% 
mb x=-— 


= 6,06% 
2 =o x 3 


- Hay 4 alturas con un valor de 158 cm, su frecuencia porcentual será: 


; o, 
33 En 100% Pm yA =12,12% 


4 Ed y 


- Hay 6 alturas con un valor de 160 cm, su frecuencia porcentual será: 


33 100% -100% 
y PS 2 18,18% 


6 > z 


La columna Frecuencia Porcentual Acumulada (Hi), se construye sumando la 
frecuencia porcentual correspondiente a la suma de las frecuencias porcentuales 
inferiores. Así, la frecuencia porcentual acumulada de 153 cm es: 3,03 + 3,03 = 6,06 
La frecuencia porcentual acumulada de 154 cm es 6,06 + 6,06 = 12,12 

La frecuencia porcentual acumulada de 156 cm es: 12,12 + 9,09 =21,21 

La frecuencia porcentual acumulada de 159 cm es : 36,36 + 9,09 = 45,45, etc. 


La columna ni. Xi; se obtiene multiplicando la altura por su respectiva frecuencia. 
Para ayudarnos aún más a responder las preguntas planteadas podemos represen- 


tar gráficamente cada columna de esta Tabla de distribución de frecencias. Cons- 
truiremos las gráficas poligonal e histograma de frecuencia. 


FRECUENCIAS 


HISTOGRAMA Y POLIGONO DE FRECUENCIA 


Contestando ahora las preguntas planteadas, tenemos: 


a) Han sido medido 33 alumnos, que se obtiene contando las alturas o sumando las 
frecuencias: N = 33 


b) La altura más alta es 164 cm. 
c) Laaltura más baja es 151 cm. 


d) La diferencia entre la altura más alta y la más baja es: 164 - 151 = 13 cm. A esta 
diferencia se le llama Amplitud o Rango de la muestra o conjunto de Datos o Alturas. 


10.4.1. LA MEDIA ARITMÉTICA O MEDIA de un conjunto de N números Xq o: go 0... 
se representa por x y se define como: 
n 
xi 
XHX2+X3GH Xp _ at 
n 3 


X= 


n 
Donde: El símbolo Y xi se lee: Sumatoria de las xi desde ¡= 1 hasta N. 
1 


Cuando se tiene en una Tabla de Distribución de frecuencias. 


k 
2 
y — MiX1 + D2Xp + MgXg + --- MX 
NM +N2 +N3+-..+Dk E 
Y n 


El 


656. Manuel Coveñas aguiehe 2 


10.4.2. LA MEDIANA de una colección de datos ordenados en orden a su magnitud es el 
valor o la media aritmética de los dos valores medios. 


Asi: 

a) La mediana de: 2, 5, 8, a 11,14,15 es: 9 
 — E 

b) La mediana de: 4, 6, (78 10,14 es: TUE AS 
=— =W3 2 


10.4.3. LA MODA de un conjunto de datos es aquel que se presenta con más frecuen- 
cia, es decir es el más común. La moda puede no existir, incluso si existe puede 
no ser única. 

Así 


a) La moda de: 5, 6, 7, 8, 8, 9, 9, 9, 15, 17, 20es 9 
b) La moda de 6, 7, 10, 14, 14, 16, 18, 18, son: 14 y 18 


c) La moda de: 10, 13, 14,15, 18,20 no existe 


1. Manolo hizo una encuesta entre 100 alumnos de su colegio para averiguar cuáles 
eran sus deportes favoritos. El gráfico circular muestra el número de alumnos que 
escogieron un deporte determinado como favorito. 


a) ¿Qué fracción de la sección cir- 
cular está representada por los 
alumnos que escogieron cada L otros. 
uno de los seis deportes? Tenis (5). "tas 


b) ¿Cuántos alumnos > 
escogieron un depor- | Golf (5). 


te diferente de los 
mencionados? | Carreras (10) 


Cc) ¿Qué ángulo tiene el 
sector circular correspondiente 


a Baloncesto? | Beisbol (15) | Futbol (25) 


d) ¿Qué ángulo tiene el sector cir- 
cular correspondiente al Fútbol? 


AA A AAA > 


2. 


6. 


Consulte el gráfico de barras para contes- 
tar cada parte: 


a) ¿En qué ciudad tienen los emplea- 
dos públicos el salario medio más ele- 
vado? 


b) ¿En qué ciudad tienen los empleados 
públicos el salario medio más bajo? 


Cientos de Soles 
O » Nu Aano0s$ys0o 


c) Calcular el salario medio para cada 
ciudad. 


Ciudades 


d) ¿Cuál esla diferencia entre el mayor 
salario y el menor salario? 


La Gráfica de Segmenos a continuación 840 
presenta los promedios de cierre de una 
Industria. Halle el promedio de cierre de 
cada día, aproximando el número entero g3p 
más cercano. 


815 


Elabore un gráfico de de segmentos con las temperaturas bajas de los siguientes 
días: Lunes, 12”; Martes, 4” ; Miércoles, -3”; Jueves, -107; Viernes, 0? ; Sabado, 7”; 
Domingo, 15” . 


Un colegio secundario tiene 1 050 alum- 
nos. En la tabla aparece el número de 
alumnos de cada grado. Haga una gráfica 
de barras para ilustrar esta información. 


El número de empleados de las 40 tiendas de una cadena comercial es el siguiente: 


S; 3, 9, 127 E 16, 9, LIA 5 
9, 12, 8, 15 8, jo; Y 12 14 8 
Y, 12. 15, 8, La e 8, 10, 127 9 
8 9 7, 12 14 13, 9, 5, 8, 10 


E A ci AA 


7. 


10. 


t1. 


Manuel Coseñas Haguicho E? 


Completar la siguiente Tabla de Distribución de frecuecias. 


Las producciones de alfalfa de 10 parcelas de igual extensión fueron de 0,8; 1,3; 1,5; 
1,7;1,8;2;,2,1;,2,2; y 2,3 toneladas. Halla la producción media. 


La media aritmética de tres números es 16, siendo dos de ellos 14 y 30. ¿Cuál es 
el otro? 


Calcula la media aritmética de 99; 102; 97; 98; 103; 101. 


El peso de 11 alumnos de 4to. Año de Secundana es de: 64; 70;65;69;68; 67; 68; 67; 
66;72;61 kilogramos. Calcula la media, la mediana y la moda. 


Halla la media, la mediana y la moda de los conjuntos de núrneros: 


a)3;5;2;6;5;9;,5;2;8;6 b)51;6;48;7;50;3;49;5;48;9 
E)7:4 700.955; 127797 d)8:11,4,3;2;5;10;6;4;1;10;8;12;6;5;7 


== 


El Matemática 4 


CLAVE DE RESPUESTAS: Taller N2 43 


a) Fútbol = 1/4; Béisbol = 3/20 ; Carreras = 1/10; Tenis = 1/20; Blaloncesto 3/10 
; Golf = 1/120 
b)10 alumnos  c)Balonceso = 108” d) Fútbol = 90? 


a) En la ciudad D b) En la ciudad B Cc) Para la ciudad A = S/.600; para. 
la ciudad B = S/550 ; para la ciudad C = S/.650 y para la ciudad D = S/.750 
d) Es de 200 soles 


Lunes = 820 ; Martes = 826; Miércoles = 829; Jueves = 825; Viernes = 832 ; 
Sábado = 837 


1,57 8. 4 9. 100 


. Media = 67; mediana = 67 y la moda 67 y 68 


. a)5,1;5y5 b)27,6;28,5 y 48 
c)8,89;9 y 7 d)6,375;6; (5;6:;8 y 10) 


Impreso en los talleres gráficos de 
EDITORIAL MONTERRICO S.A. 
Los Tapiceros 280, Urb. El Artesano - ATE 
Telfs.: 436-5782 - 436-5783 Fax 436-3571 
LIMA - PERÚ 


